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المقدمة 


لل شم 


تعرف نظرية العمليات التصاد فية بأنها الجزء الد ايناميكي لنظرية الاحتمال . حيث 
تد رس سلوك غاية مجموعه من المتغيرات العشوائية ( التى تسمى بالعمليات التصادفية ) 
ونرى ايضاً حالة اعتماد بعض المغيرات العشوائية على البعض الاخر . العملية التصاد فية 
عبارة عن عملية تعتمد على الزمن وتخضع لقوانين الاحتمال . هناك العديد من االأمثلة 
للعمليات التصاد فة في الحباة العملية ومن هذه الامثلة : : المسار الذي تسلكه جزيفة , 
خلال حركتها البراونية » نمو المجتمعات مثل مجتمع البكتريا . ترد د الجزيئات النبعنة 
من مصد ر اشعاعي » تدفق الكا زولين المتتابع في نظام تصفية النفط وهكذا يكون 
وجود العمليات النصاد فية في الطبيعة بكثرة . نجد العمليات التصادفية في مختلف 
علوم الحياة مثل ؛ الطب . الفيزياء . عام الحيران ٠‏ علم المحيطات . الاقتصاد وعلم 
الاجتماع . 


تستخدم نظرية العمليات التصاد فية في أي بحث يخص الطبيعة الاحتمالية 
للظواهر . 
ان هذا الكتاب يهدف الى ما يلي : 


تزويد القارىء بامثلة عد يد ة لمختلف الظواهر الاعتبارية حيث تستخد م العمليات 
التصادفية في عملية تكوين نماذج رياضية لتلك الظواهر . 
تزويد القاريء بمفهوم لاسلوب تكوين النماذج الاحتمالية . 
جعل القارىء مؤهلا لد راسة نظرية العمليات التصادفية من خلال المامه بالاساليب 
الرياضية المستخد مه . يستفاد من هذا الكتاب بالاضافة الى كونه كتاباً مبهجياً 
في مختلف المراحل .بأنه يزود طالب المعرفة في هذا التخصص بالعلومات المطلوبة ٠‏ 
وقد خططت دراسة اجزاء|الكتاب حسب الشكل المجاور وعلى النحوالاتي 

1 


نوضح في مقدمة الكتاب نبذة مختصرة عن تطور وظهور العمليات التصاد فة 
بصورة طبيعية ودورها الاساس في مختلف المجالات العملية .'نعرف في الفصل الاول 
مفهوم المتغير العشوائي والعماية التصاد فية بالاضافة الى مقدمة حول عملية وبنر وعملية 
بواسون 


ند رس في الفصل الثاني استخد امات الاحتمالات الشرطية والتوقعات الشرطبة من 
خلال دراسة نظرية العمليات التصادفية . نناقش في الفصل الثاني المفاهيم والاساليب 
الاساسية فى نظرية العمليات التصاد فية ذات العزوم الثنائية المحد ودة وتعريض العمليات 
الطبيعية وكذ لك عمليات التغاير الثابت covariance stationary processes‏ 

ند رس في الفصل الرابع خواص عملية بواسون وتوضيح استخد ام عملية بواسون 
للحصول على عمليات تصادفية جد يدة بالاضافة الى استخد ام العملية كنموذ ج لتعداد 
الحوادث العشوائية . اما فى الفصل الخامس فستناقش عمليات العد التجديدي 
Renewal counting processes‏ 

ندرس في الفصلين السادس والسابع متساسالات مارکرف ( المتقطعة والمستمرة 
المعلم ) عمليات المواليد والوفيات . المشيات العشوائية 
بالاضافة الى تقد يم مجموعة كبيرة من الامثلة التطبيقية لظواهر هذ ه العمليات العشوائية . 
يحتوي كل بند من البنود على عد د كبير من الامثلة والتمارين والمكملات وان المكملات 
عبارة عن توسيع للنظريات الموجودة في الكتاب والتي يشترط برهنتها . 


سنقتصرعلى ذكر بعض البحوث المهمة ومؤلفيها عند وجود المكان المناسب لذ لاك . 
لايمكن ذكراسماء جميع الباحثين الذين شاركوا في تطوير العمليات التصادفية بالرغم 
من توفر المصادر الاصلية لهذه النظرية . 

نقد م شكرنا واعتزازنا لجميع الاشخاص الذين شاركوا في ظهور هذا الكاب 
باللغة العربية باعتباره المصدر الوحيد في العالم العربي. نقدمه أمام الدارسين والباحثين من 
ابناء اله تك 02 
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دور نظرية العمليات التصادفية 


نشمل العمليات التصاد فية امئلة عد يد ة للتطبيقات العملية › فمثلاً العالم الذي يقوم 
بعملية القياسات المطلوبة في محتبر علم الارصاد الجوية بحاول التنبؤ باحوال الطقسس › 
يصمم مهند س انظمة السيطرة الاجهزة الخد مية ( مثل اجهزة الطائرة الاوتوماتيكية او 
سيطرة الثرموستات ). لصمم المهند س الكهربائي نظام اتصالات ر مثال ذلك الاتصال 
بين المستمعين والمشاهدين لبرامج الراديو او الاجهزة)التي ترسل العبارات من نقطة الى 
اخرى - يدرس الاقتصادي المتغيرات في الاسعار ودورات الاعمال . يدرس الطبيب 
النفساني حركة موجات الد ماغ . ان جميع المشاكل المذكورة اعلاه لها علاقة بالعمليات 
التصاد فية . نوضح في البنود القادمة سبب اعتبار نظرية العمليات التصادفية تخص 
الاحصاء الفيزيائي › نظرية النمونلمجتمعات ٠‏ نظربة السيطرة والاتصالات › العلوم الادارية 
( بحوث العمليات ) وتحليل السلاسل الزمنية للحصول على التطبيقات الاخرى لنظرية 
العمليات التصاد فية في حقول الفلك ١‏ الاحياء ؛ الصناعةوالطب راجع ( ئ)ء 8a)‏ 
(1962) فيومان سکوت (1959) ). 


الاحصاء الفيزياوي : 


تم تطوير عد ة اجزاء من نظرية العمليات التصاد فية من خلال العلاقة بين دراسة . 
التغيرات ر الترددات ) والضوضاء في الانظمة الفيزيائية ١‏ 
( راجع ([1918] Smoluchowski [1906], Schuttky‏ ,]1905[ ( 
تستخد م العمليات التصادفية كنماذج للظواهر الفيزيائية مثل الضوضاء الحرارسة 
thermal noise‏ في الد وائ الااكت ونية والحركة البراونية لجزيئة موضوعة 


في سائل اوغاز . 
0 


نوضح المراجع في نهاية الكتاب بصورة تفصيلية . 


ع 


الحركة البراونية 

عند ما تتعرض الجزيئة المتناهية الصغر الى اصطد امات من جزيئات الوسط المحيسط 
بها فان هذه الجزيئة تنحرك حركة مستقلة وفقا لهذه الاصطد امات . تمثل دالة المنبجه 
النانجة (2)0 ,(17)0 ,(0)×) موقع الجزيئة كد الة للزمن وتعرف بالحركة البراونية . 


الضوضاء الحرارية ّ 


تصور وجود مقاومة في شبكة الكترونية . ان حركة الالكترونات في المقاومة الموصلة 
ستكون عشوائية ونتيجة لهذه الحركة العشوائية سيحد ث تذبذب عشوائي صغير في 
الفولتية ()× عبر نهايتي المقاومة . يطلق على تذبذب الفولتية )1 بالضوضاء 
الحرارية ( ويمكن أثبات ان قانونها الاحتمالي يعتمد على المقاومة © وعلى د رجة حرارة 
المقاومة المطلقة 1 فقط ) . 


ألضو ضاء الطلقية : Shot noise‏ 


تصور اتصال قطب مرجب بمقاومة .ان الالكترونات ستنطلق من القطب الكائود ي 
المسخن وان انطلاقها يكون بصورة غير منتظمة لذ لك ستحد ث توليد تباركهربائي XO‏ 
عبر المقاومة وهذا التياريتكون من سلسلة من النبضات القصيرة » وكل نبضة تعنى مرور 
الالكترون من الكاثود الى الانود . بطلق على تذبذب اليسار | 200 
بالضوضاء الطلقية . 


النماذج التصادفية لنموالمجتمعات : 


MTOCHASTIC MOPILS 
FUR POPULATION GROWTH 


بتغير حجم وتركيب اي مجتمع بصورة داثمية ( سواء کان ذلك المجتمع كائنات 
حية > الذ رات في دور الانشطار. اواضمحلال المادة الاشعاعية ) أن العمليات التصاد فية 
عبارة عن وسائل لوصف مبكانيكية هذه التذ بذبات ( راجع ) 


Bailey [1957], Bartlett [1900], Bharucha-Reid [1960], Harris )1904[(. 


۸ 


بعض الظواهر البايولوجية التي تستفاد من العمليات التصادفية في بناء نماذج لها 
(i)‏ اتقراض الالقاب العائلية (11) نتائج الطفرات الورائية والتكوين الوراثي في نظرية 
النشوء والتطور (111) توزيع مجتمعات الحيوانات والباتات (0) منافسة الوجود 
بين مجتمعين متد اخلين (0) انتشار الاوبثة (71) وظاهرة 5أده1عج0< مده 


الاتصال والسيطرة : 

يوجد عد د واسع من المشاكل المتعلقة بالاتصاللات والسيطرة اوبالسيطرة ( مثل مشاكل 
التتبع الذاتي لحركة الاجسام . استلام الأشارات ( الراديوبة ) في حالة وجود التشويش 
الطبيعي والنشويش المصطنع اعادة الحصول على الاصوات وابعادها . تصميم الأنظمة 
التوجيهية . تصميم انظمة السيطرة في العمليات الصناعية . التنبؤات . تحليل التغيرات 
الاقتصادية . وتحليل أي نوع من انواع السجلات الممثلة للمشاهدات ضمن فترة زمنية 
معينة ) يمكن اعتبارها حالات خاصة للمشكلة العامة الأئية . 


نفرض ان 7 تمثل مجموعة من النقاط الزمنبة حيث يشاهد في كل نقطة زمنية ؛ 
عائدة الى ١‏ متغير عشوائي () .اذا علمت بوجود المشاهدات 277 ١)0,‏ 
وبوجود كمية تسمى 7 لها علاقة بالمشاهدات في صيغة يجب توضيحها فاننا نرغب في 
ا. بماد تقد يرات مثلى واختبارات فرضية حول 7 وحول الدوال المختلفة )۸(2 
تمكننا هذه الصياغة التقرببية للمشكلة من مواجهة المشاكل الطبيعية للاتصالات والسيطرة 
الاتية : 


(extrapolation ) Prediction : jill 


بعد ان نشاهد العملية التصادفية ‏ () ضمن الفترة الزمنية 5 > | > 8-1 
نستطيع ان نستنتج (» + 4)5. لاي قيمة الى 0 < » قد تكون فترة المشاهدة 1ا 
محدودة اوغير محدودة . 


: Smoothing التدرج‎ 


نفترض ان المشاهدات (5 > ؛ > ا - و ,(17)0) عبارة عن المجموع (4) N‏ + (5)0, 
= ۲)0 لعمليتين تصادفيتين (- )5 ,(2)0 تمثلان الاشارة والضوضاء على الترتيب 


4 


نحتاج ان نقدرقيمة )0 للاشارة في اي وقت؛ ضمن الفاصلة الزمنية و > ا > رآ سي 
يشتق المصطلح smouthing‏ التدرج من حققيقة کون الضوضاء (-غ8 تشتملعل 1 


وحدات ذات تردد عال جداً مقارنة مع الاشارة (-)5 نستطيع اعتبار التقديراو 
التخلص من الاشارة ( ٠‏ )5 كمحاولة لتوفيق منحني غير متعرج يمرخلال سجل متذ بذب 
جدا . يطلق على مشكلة ايجاد ( + )8 لاي 0 < » بمشكلة التسدرج والتَنبوٌ. 


تقدير المعالم 2 اكتشاف مواصفات الاشارة ا 


نفترض ان المشاهدات 7 > : > 0 ,(10) عبارة عسن المجموع 


1/00 + )8ع (ا)ر حيث (5)0 تمثل مسار حركة جسم ما ( البينة كما يلي 
۶ ) + اناوه = 8)0 و (3)0 تمثل الاخطاء الحاصلة في القياسات المطلوبب 
استخراج او لقد يرسرعة الجسم وتعجيل الجسم » . بصورة عامة . يحتاج الى تقد ير 
الكميتين )£ , (8)1 (0/01) في أي وقت ضمن الفاصلة '1 كا >0 وفقا للافتراض 
القائل بان الاشارة ( 8)٠‏ تنتمي الى صئف من الدوال المعروفة . 


من الواضح ان الحلول المقئرحة للمشاكل السابقة تعتمد على الافتراضات الموضوعة حول 
الاشارات والضوضاء المستلمة وايضا تعتمد على المعيار الذي بخص الحل الامثل. 
من المعروف ان تصميم انظمة الاتصالات والسيطرة المثلى يتطلب معرفة حقيقية ان ظهور 
الاشارات والضوضاء في مثل هذه الانظمة عبارة عن عمليات تصادفية . وهكذا فان 
البد اية لد راسة نظرية انظمة السبطرة والاتصالات الحد يثة تتطلب د راسة نظرية العمليات 
التصاد فية . ان هدك هذه الد راسة هو : ' ۰ 


)١‏ تهيئة وسيلة للتعبير عن مشاكل السيطرة والاتصالات لان تقييم انظمة السيطرة 
والاتصالات يكون بالضرورة بد لالة الوسط الحسابي لتحركهما ضمن مدى معين مسن 
الحالات الموصوفة احتمالياً . 


(1) تهيئة مفهوم عام لطبيعة الافتراضات ا موضوعة حول العمليات التصاد فبة الممثلة 
للاشارات والضوضاء أو للضوضاء فقط . 
١‏ 


العلوم الادارية : 

ان العمليات التصادفية تمكن الباحث من ايجاد وسيلة لادارة ودراسة الاعمال كمياً 
وهكذ | فان العمليات التصاد فية تؤدي دوراً مهما في الانجاهات' الحد يثة للعلوم الاد ارية 
وبحوث العمليات . ان المجال الخصب لتطبيق العمليات التصاد فية هوفي السيطرة ا مخرنية 
وفي تحليل صفوف الانتظار( راجع [1960] Arrow, Karlin ٠ Scarf [1958], Syski‏ 


السيطرة المخزنية : 
يوجد هد فان مهمان للهيئات التي نتعامل مع المخازن مثل اصحاب محلات البيع 
المفرد ٠‏ توزيع البيع الاجمالي › المصانع والزبائن الذين يحتفظون بخزين من المواد 
الاحتباطية » وهما (1) اتخاذ قرارلاصد ارطلبية جديدة (11) تحديد حجم تلسك 
الطلبية . هناك حالتان يجب وضعهما في الحسبان عند وضع القرارالمناسب وهما  :‏ () 
عد د الوحد ات التي ستطلب من المادة خلال فترة زمنية معلومة (:1) المدة الزمنية بين 
اصد ار الطلبية واستلامها من المجهزالخارجي . فاذا لم توجد هاتان الحائتان فبالامكان 
اصد ار الطلبية وقت الحاجة . وفي تلات الحالة قد لانحتاج الى وضع المواد في المخازن . 


ان الهد ف من السيطرة المخزنية هو الاحتفاظ بعد د مناسب من الوحدات يكفي لسد دمية 
الطلب العشوائية بالاضافة الى المدة الزمنية العشوائية بين اصد ار الطلبية واستلامها بحيث 
تكون التكاليف الاولية اقل مايمكن . 


من مشاكل السيطرة المخزنية المغلى من خلال اعتبار انظمة الخزين المستعملة لوصف 
تأثيرات هذه الانظمة . فاذا علمنا بنظام خزين معين فان نتيجة تذ بذ ب مستوى الخزين 
هو عبارة عن عملية تصادفية . 


صفوف الانتظار : 


بتكون صف الانتظار نتيجة لوصول الزبائن الى نقطة خد مية للحصول على مستلزماتهم 

من تلك النقطة وهذا يعني وجود حالة انتظار. المجموعة المنتظرة للحصول على خدمة من 
ضمنها الذين في دور استلام الخد مة يطلق عليها اسم صف الانتظار uue‏ 

هناك العد يد من امثلة صفوف الانتظار . انتظار الاشخاص في محطة القطارء اوفي 

المطار للحصول على تذكرة سفر. من المحتمل ان يكون هبوط الطائرات في المد رج عبارة 
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عن صف انتظار. انتظار السفن في الموانيء للتحميل ا ولتفريغ الحمولة غبارة عن صف 
انتظارسيارات الاجرة في محطة معينة عبارة عن صف انتظار . البرقيات المرسلة عبارة عن 
صف انتظارعد دالميكانيكيين في مشتل للنبانات عبارة عن صف انتظار عند ما تكون 
المعدات الزراعيةمخزونة في المخزن عطب مكائن الخط الانتاجي عبارة عن صف 
انتظار حیث ان هذه المكائن يجب ان تصلح من قبل ميكانيكي : 


تصنف خطوط الانتظار في نظرية صفوف الانتظار وفقا الى اربع حالات : 

(3) توزيع الد اخحل ر قانون احتمال الفجوه الزمنية بين وصول زبونين متتاليين  )‏ (11) 
توزيع زمن الخدمة ( قانون احتمال المدة الزمنية المستغرقة في خدمة زبون  )‏ (ان) 
عد د القنوات الخدمية (17) دخول صف الانتظار ( طببعة اختبار الزبائن للحصول على 
خدمة » ان الاختيارات الممكنة هي اول من يصل اول من يخدم ٠‏ الاختبارالعشوائي 
للخد مة والخدمة وفقا للاولوية) - ند رس من خلال نظرية صفوف الانتظار تأثير الحالات 
الاربع المذكورة على الكميات التي تهمنا مثل طول صف الانتظار والمدة الزمنية لانتظار 
الزبون الواحد للحصول على خدهة . 


تحليل السلاسل الزمنية : 
نسمى مجموعة المشاهدات المرتبة حسب التسلسل الزمني بالسلاسل الزمنية مسي . 
series‏ . تشاهد السلاسل الزمنية في مختلف الظواهر ومن قبل عد د كبير من الباحنين . 


امثلة على ذلك (1) مشاهدة الاقتصادي لتغير السعر السنوي للحنطة (:) مشاهدة 
البابولوجي لكمية الانتاج اليومي من البيض لنوع معين من الدجاج (11) دراسة عالم 
الانواء الجوية لكمية سقوط الامطارفي مدينة معينة (10) دراسة الفيزيائي لمشوى- 
الضوضاء في نقدلة معينة في المحيط (0) دراسةالاختصاصي للتأثير الحاصمنل بين 
التيارات الهوائية وجنيحات الطائرة (01) دراسة المهند س الالكتروني للضوضاء الد اخلية 
في جهاز الاستلام ( الراديوي ) . 
لتمنبل السلاسل الزمنية نقوم بما يأتي : نرم زلمجموعة النقاط الزمنية التي تحدث . 

عند ها القياسات بالرمز 7 في كثير من التطبيقات تكون 7 عبارة عن مجموعة مسن 
النقاط الزمنية المتقطعة والمتساوبة المسافة ( نكتب !4 ,...,41,2 د7 حيث 
۷ عبارة عن عدد مفردات المشاهدة ) اوقد تكون 7 عبارة عن فترة زمنية حقيقية ( 
حيث فى تلك الحالة (1 > ؛ > 40 = 7 حيث ,1 عبارة عن طول الفترة الزمنية) 
١‏ 


- نرمزللمشاهد ة الحاصلة في الزمن + بالرمز (10. ان مجموعة المشاهدات 
(7 46 ,140 تسمى بالسلسلة الزمنية . 


ادت دراسة السلاسل الزمنية الاقتصادية دوراً مهماً في تطور نظرية العمليات 

التصاد فبة . تأمل مثلاً اسعار بعض المراد اوتبادل العملات 0 

شكل دالةتغير ( )بر ان تحليل مثل هذه السلاسل الزمنية الاقتصادية هومشكلة بحد 

ذ انها وقد تلاقي اهتماماً كبيراً من قبل الاقتصاد بين في معرفة وتوضيح انظمة الاقتصاد 
والد ايناميكية وبالتالي التنبؤ بالاسعار المقبلة . 


المفهوم الاساس للنظرية الاحصائية في تحليل السلاسل الزمنية !7 »؛ ,4108 هو اتخاذ 
السلسلة الزمنية كمشاهدة ضمن عائلة المنغيرات العشوائية ”7 »/ ,(3:)0) ( داجع هدم 
Bartlett (1955), Grenander Rosenblatt (1957)‏ ,)1938( ] 
Hannan (1960)‏ ] اي ان لكل ۽ تنتمي الى 7 تكون المشاهدة )ا عبارة عن 
قيمة شرهد ت لتغير عشوائي . يطلق على عائلة الخغيرات العشوائية (۳ © ا ,(خ)x)‏ 
العملية التصادفية . بعد وضع الافتراض القائل بان السلسلة الزمنية المشاهدة 
٠)), /» 7(‏ عبارة عن مشاهدة للعملية التصادفية !467 ,12500 فانه باستخدام 
النظرية الاحصائية لتحليل السلاسل الزمنية نستنتح من السلسلة الزمئية المشاهدة قانون 
احتمال العملية التصاد فية . تشابه طريقة معاملة هذه المشكلة ( ولوانها اكثر تعقيداً ) . 
الاسلوب الذي تعامل به النظرية الاحصائية للفئات مشكلة استنتاج قانون احتمال المتغير 
العشوائي, + حبث يوجدعد د عد ود من المشاهدات المستقلة .ل ٠٠٠,‏ رول رر 


نفترض أولاً وجود نموذج | 4٤7‏ ,0))) وذ اث من أجل تحليل السلسلة 
الزمنية {0,٤77‏ وان هذا االموذج يكون محدداً نوعياً وبصورة كاملة ماغدا 
قا لمعالم معينة والتي يمكن تقد يرها على أساس المعاينة والمشاهدة . وهكذا فان الخطرة 
الأولى في دراسة تحليل السلاسل الزمنية هو دراسة نظرية العمليات التصادفية . ان 
هد ف هذه الدراسة هو : 


(1) ابجاد اسلوب لصياغة الافتراضات حول السلسلة الزمنية . 
() اعطاء مفهرم دقيق لحقيقة الافتراضات الرياضية الموضوعة لجعل العمليات 
التصاد فية نماذج للسلاسل الزمنية . 


FREED AH 


1 
2 ل 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/ details/ @hassan _ibrahem‏ 
https://archive.org/detalils/@hassan_ibrahem‏ 


الفصل الاول 


المنغيرات العشوائية والعمليات التصادفية 


نعرف نظرية الاحتمال في هذا الكتاب بأنها دراسة النماذج الرياضية للظواهر 
العشوائية . حيث نعرف الظاهرة العشوائية بأنها عبارة عن ظاهرة اعتبارية تخضع لقوانين 
الاحتمال بدلا من القوانين المحد دة المعروفة . تظهر الظاهرة العشوائية خلال العمليات 
مثل ( الحركة البراونية للجزيئة . نمو المجتمعات مثل مجتمع البكتريا . تردد التيارات 
في الد وائر الكهربائية نتيجة للضوضاء الحرارية . أو الضوضاء الطلقية- أو تد فق الكازولين 
في نظام تصفية النفط ) حيث تنطور الظاهرة على مرور الزمن بشكل معين يتحكم فيه 
القانون الاجتماعي تسمى مثل هذه الظواهر بالعمليات التصادفية - . 

التعريف المناسب للعملية التصادفية وفقاً لنظرية الاحتمال الرياضية ولاسباب مببنة فى 
المقدمة بانها مجموعة من المتغيرات العشوائية +7 ,)415 ( بقرأالحرف اليوناني ' 
كما يلي + يتم إلى ؛ اوه يتخيرمع ») تسمى المجموعة 7 بمجموعة ديل العملية . لاجد 
ود موضوعة حول طيعة 7 على كل حال هناك مجموعتان مهمتان هما 


L1, £2}‏ ,0( = او ,0,1,2 T=‏ حيث يقال في هذه الحالة ان 
العملية التصادفية عبارة غن عملية متقطعة المعلم 1 discrete parameler‏ 


اما في حالة [ه > + > م - :ا) ١=‏ أو (0 < :) = 7 فيقال ان العملية 
النصادفية عبارة عن عملية مستمرة المعلم continuous parameter proccss‏ 


نناقش في هذا الفصل التعربف الدقيق للمتغيرات العشوائية والعمليات التصادفيسسة 
المستخدمة في هذا الكتاب . نوضح في .هذا الكتاب عمليتين تصادفيتين تؤديان دوراً 
مهما في نظرية العمليات التصادفية هما عملبتاوبنر Wiener‏ -بواسوت Doissoh‏ 


أن العبارة *"«([)سوطموان'' اغريقة المنشا . راجع (1940) Hagstroem‏ للتعرف عل تاریخ هذه العيارة . 
اما معناها في القرن الممابع عشر المبلادي فكانت تعي اعدم د اه ”ذه استخدم كتير من الكثاب العملية 
العشوائية او العملية العائدة الى الصدفة لتمثل للعمللية التصادفية 3د0600"0 “[أموطومان" 


16 


[-] المتغيرات العشوائية وقوانين الاحتمال : 


امتعير العسواني ١‏ خبره عر كميد داب فيمه حقيقية لها الخاصية الاتية : وجود 
احتمال يطلق عايه احتمال | 6 تنتمي الى 8 ) لكل مجموعة 8 من الاعداد الحقيقية . 
أي ان > عبارة عن متغير يأخحذ قيماً عشوائية ( وفقاً الى توزيع احتمالي ) . يعرف المتغير 
العشوائي لنظرية الاحتمال بانه عبارة عن دالة في فضاء العيئة الوصفي . باستخدام التعريف 
السابق نستطيع ايجاد تفاضل وتكامل المتغيرات العشوائية لكي تتم دراسة خصائص 
المتغيرات العشواتية المتكونة باستخدام عمليات تحليلية مختلفة . لاجل تعريف مضهوم 
المتغير العشوائي بصورة اساسية نقوم بتقديم المفاهيم الاتية : 


() فضاء العينة الوصفي 
(11) الحادثة 
(: دالة الاحتمال . 


فضاء العينة الوصفي £ للظاهرة العشوائية عبارة عن فضاء وصفي لجميع نتائج 
الظاهرة الممكنة . 


الحادثة : عبارة عن مجموعة من العينات الوصفية . تحدث الحادثة 5 اذا كان للنتيجة 
المشاهدة للظاهرة العشوائية عينة وصفية تنتمي الى 77 والعكس صحيح . 


علينا ان نلاحظ ولاسباب فنية عدم اعتبار مجموعات 8, الجزئية بانها حوادث . كما 


في حالة عائلة الحوادث 7 نستطيع تكوين عائلة مجموعات جزئية 2 لها الخصائص 
الاتية : 


() 5 تنتمي الى 8 

(1) تنتمي المكملة “ الى 5 لكل مجموعة 77 تنتمي الى 5 

٠ الى 5 لكل تتابع من المجموعات  ... ,:2 ,ر22‎ U Bs E (ii) 
5 المنتمية الى‎ 


يكون هذا اليند خلاصة للمفاهيم الرئيسية لنظربة الاحتمال الاولية المرضحة في الفصول + الى (! في كتاب نظرية 
الاحتمال الحديئة وتطبيقاتها لبارزن ر بوبورك ٠‏ وايلي 0 ) وهن هنا سنرعز لها بالرمز راو 170:1 عندها 
يراد الرجوع الى المناقشات التفصيلية والامئلة . 
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لاحظ ان عائلة جميع المجموعات الجزئية £ تمتلك الخراص () الى (11) 
على كل حال غالباً ما تكون هذه العائلة كبيرة بصورة غير مناسية . 


نحد د بعد ذلك دالة احتمال [.!2 ضمن عائلة الحوادث العشوائية 5 وذلك 
لاكمال الوصف الرياضي للظاهرة العشوائية . بصورة ادق لكل حادثة 7 عائدة الى 8 
نفرض وجود عدد یرمز له [۲]2 ويسمى احتمال ¥ ( اواحتمال حدوث # ) . 
ان [0]5 تمثل احتمال ( اوالتكرار النسبي )لان النتيجة المشاهدة للظاهرة العشوائية 
عنصر من عناصر 1 


ان [-]5 تمغز دالة حوادث ويفترض ان تحقق ثلاث بديهيات : 


بديهة 1 . 0 < [8]م لكل حادثة 8 

بديهة م . 1= [2]5 للحادثة الاكيدة 8 

بديهة 8 . لكل تنابع من الحوادث . .. ,,8 , ٠.٠‏ ,8 ,, 8 واللاتي تكون متناففية 
الحدوث ر اي ان لكل عددين مختلفين ز ء۲ يكون | 0 -,8رر ‏ حيث 
٠‏ 6 تمثلالحادثة المستحيلة اوالمجموعة الخالية) 


zı‏ و - إن | م 


03 عاب 


يطلق على × بانه متغير عشوائي اذا كان () عبارة عن دالة ذات قيمة حقيقية معرفة 
ضمن فضاء عينة وصفي 5 وتكون عائلة حوادئه ٩‏ مجال دالة احتمال [2]0 
(1) لكل مجموعة من مجموعات بورن 8 ذات الاعداد الحقيقية تكون 

المجموعة B}‏ ع {s: X(s)‏ حادثة تنتمي إلى ع . 
۷ 


م /؟ العمليات التصادفية 


تعرف دالة الاحتمال probability function‏ لمتغير عشوا أثي والني 
برمزلها [-]+7 بانها دالة معرفة لكل مجموعة من مجموعات بورل 8 ذات الاعداد 
الحقيقبة كمايلي : 
P,[B]= Pl{s: X(s) ism 8([ = P[X isn B]. (1.1)‏ 

إىئ 

بعبارة اخرى ]رط عبارة عن احتمال كون القيمة المشاهدة × عائدة الى 8 

يقال ان المتخيرين العشوائيين × و ۲ متماثلا في التوزيع 14ء¡ 4:0011 ;4e‏ 
اذا تساوى احتمالهما. بمعنى آخر [8],م = [8]رم لجميسع قيم مجموعة بورل 8 

يعرف قانون احتمال رما probability‏ للمتغير العشوا ات بر بانه دالة احتمال 
[-]2 التي تنطبق ودالة احتمال [0٠]م‏ للمتغير العشوائي × 


من التعريف تكون نظرية الاحتمال متعلقة بالصيغة التي نقال حول المتغير العشوانسي 
عند ما يكون قانون الاحتمال معروفاً فقط . وهكذ! عندما نصف متغيراً عشوائياً فاا 
نحتاج فقط الى تحديد قانونه الاحتمالي . 


بحدد قانون الاحتمال لاي متغير عشوائي دائما بواسطة دالة قوزیعه ‏ (.)ےم 
للمتغير العشوائي ٣ر‏ المعرفة لاي عدد حقيقي بالصيغة : 


x(x) = PIX > 2. (1.2)‏ ”رز 


يقال ان المتغير العشرائي جز متقطع * اة أن وجدت له دالة يطلق عليها 
بد الة كتلة احتمال × ويرمزلها (- )دم وبدلالتها يمكن التعبير عن دالة الاحتماك, 
Px[*]‏ كمجموع »> لاي مجموعة من مجموعات بورل 8 
)1.8( جم ,72 Py[B]= PIX isin B]=‏ 
ْ لجيع قيم + العائدة 
الى 8 بحيث 0< (عارم 


. 4 


نحصل من ذلك لاي عدد حقيقي > على 


px(z) = P(X = x]. (1.4) 


يقال ان المتغير العشوائي ر مستمر onus‏ اذاوجدت له دالة يطلق 
عليها بد الة كثافة احتمال × و يرمز لها (0)ج/ وبدلالتها يمكن التعبيرعن [2]0. 
كتكامل لاي مجموعة من مجموعات بورك 2 


نفترض دائما ان التكامل في المعادلة 1.5 يعرف على شكل تكامل ربمون للتأكد 
من صحة هذه الحالة نحتاج ان تكون الدالة /)٠(‏ معرفة ومستمرة عند جميع النقاط 
ماعدا عد دا محد وداً منها 3 


يعرف التكامل في المعاد لة 5 لحوادث 8 فقط التي تكون اما فواصل intervals‏ 
اواتحاداً لعد د محد ود من الفواصل غير المشتركة . يعرف التكامل في المعاد لة 1.5 
في نظرية الاحتمال المتقدمة بواسطة نظرية التكامل المنطورة في اوائل 1900 من قبل 


Henri Lebesguê 


اذن تحتاج ان تكون الد الة /)٠(‏ عبارة عن حالة بورل فقط وتعني بذ لك ان لاي 
عدد حقيقي ٠‏ فان المجموعة ‏ ( > (مار :م عبارة عن مجموعة من مجموعات 
بورل . يمكن ان نثبت ان الدالة المستمرة عند جميع النقاط ماعدا عد دا محد ود ا منها 
انها دالة بورل . اذا كانت 8 قاصلة اواتحادا لعدد محد ود من الفواصل غير المشتركة 


واذاكانت (0.)/ مستمرة ضمن ع فان لتكامل (.)ر المعرف على شكل تكامل 
وام نفس القيمة كما لتكامل (.ر المعرف على شكل تكامل ريمون . تعني 
كلمة دالة في هذا الكتاب ( مالم يذكرغيرذ للك ) بانها دالة بورل وان كلمة مجموعة » 
( للاعداد الحقيقية ) تعني مجموعة بورل . 


P,lB]= PIX isin B]= f مل‎ )©( de. (1.5) 


لان 


dr, — co < < oO, )1.6(‏ ءا = (ماجم 
من ذلك نحصل على 
f(a) - & Fx )( 7)‏ 


لجميع الاعد اد الحقبقية × التي تكون للمشتقة عند ها قيم حقيقية التوقع ‏ 0۸:إه!ءءp+ه‏ 
اوالمنوسط ٠:٠١١‏ للمتغيرالهشوائي × الذي يرمز له بالرمز [×]5 يعرف 


) كما يلي ( ان وجد‎ 
23 z dF, (z) 
E[(X] 00 عدأ :2 ا‎ (z) dz (1.8) 
3 برط ند‎ )2:( 
over all z such 
that ص‎ y(z) > 0 


تعتمد على كون × محددة بدالة توزيعها 1 دالة كنافة احتمالها اودالة كثلة الاحتمال 
يقال ان لتوقع × قيمة حقيقية اذاكان التكامل الناقص improper integral‏ 
اوالمتوالية اللانهائية المببنة في المعادلة 1.8 مطلق التقارب ( راجع کتاب الاحدمالات 
الحديثة ص 203 عص 250) نعبرعن ذلك بالرمز » يكون [×]5 قيمة حقيقية اذا 
كادمه > [| × | E]‏ والعكس صحيح 
يعرف تباین arin‏ × كما المي 1 


Var[¥] > E[(X — E[X])°]= E[X°] — EX]. (1.9) 


۰ ا 
يعرف الأفخراف العياري انسمل 2 ممما × كمايلي : 


oe[¥]= VVar[X]. 8 )1.10( 

تعرف الدائة المولدة للعز moment-generating function yx(*) py‏ 
لاي عدد حقيقي ۽ كما بلي : 

)1.11( ماق = )جل 


Ye 


تعرف دالة خاصية (١)برم‏ 110% characteristic fu‏ لاي عدد حقيقي به كما يلي : 


E{e™*]. (1.12)‏ = )4( رم 


يسمى التكامل الاول في المعادلة 18 بتكامل ستلجز م01 راجع کتاب 
الاحتمالات الحديثة ص 233 للحصول على تعريف هذا التكامل ٠,‏ 
قد لايكون في بعض الاحيان للدالة المولدة للعزوم ٠‏ اوللتباين اولمتوسط المتغير 
العشوائي قيم محدودة . ولكن بمتلك التغير العشوائي دالة خاصية . هناك في الحقيقة 
تناظر بين دوال التوزيع ودوال الخاصية من النوع واحد الى - واحد . وبذلك نتمكن مسن 
تحديد قانون احتمال لمنغير العشوائي من خلال معرفة دالة خاصيته . 


يمكن الحصول على دالة التوزيع ودالة كنافة الاحتمال ودالة كتلة الاحتمال بدلالة 


دالة الخاصية عن طريق الصيغ العكسية J) inversion formulas‏ راجع الفصل 
التاسع لكتاب الا حتمالات الحديئة ) . 


نذكر في هذا المجال صيغتين عكسيتين بدون ان تبرهنهما : 
() لاي متغير عشوائي . سيكون 


)1.13( وص مين > وي — P[X = 7] = im 57 0 du,‏ 
(11) اذا امكن ايجاد تكامل دالة الخاصية 

de < o, (1.14)‏ | )يب | 8 
فان ٦‏ سيكون مستمراً وستكون دالة كثافة احتماله كما يلي : 

A <F < mw. (1.15)‏ ان ا 3 = () ا 


تعني المعادلة 5 أن ( ۰ )× تحويل فورير للدالة ١‏ لم وان لد 3 
مستمراً فان دالة الخاصية ( ٠‏ )ندب ستكون تحويل فورير لدالة كنافة احتمالية لية وكما يلي : 


۲١ 


e, (4) = 5 ef (e) dt, — o < u < o0. (1.16) 


ان المعادلتين 1.15 و 1.16 غير عتمائلتين بصورة كاملة وانهما مختلفتان 
بالعامل (1/2) وشارة الاس السالية . 

نوضح في الجدولين 1.1 ,1.2 بعض قوانين الاحتمال › ودوال الخاصية 
والتباين اما الجدول 1.3 فيحتوي على بعض امثلة المتغيرات العشوائية الني تخفضع 
لقوانين الاحتمال المذكورة اعلاه . 

المتغيرات العشوائية ذات التوزيع المشترك . تكون كثير من المتغيرات العشوائية 
Ky Ka, °°°, Xa‏ موزعة توزيعا مشتركا اذا كانت عبارة عن دوال تعود لفضاء 


عينه وصفي واحد . 
تعراف دالة التوزيع المشترك ,٠,٠٠٠,١(‏ ).× ...0 لجميع الاعداد الحقيقية 


Zl T2 °°°, Tn‏ كما يلي 


"x 2 اباد‎ ¥, (1 F2, N 2) 0 P(X, کک‎ UH, 26 > Xe, e 2 = Zn] 
= Pls: Xf) > tn Xas) > روه‎ °°°, Xas) S 2]. 


تعرف دالة الخاصية الشتركة(٠ x) , ٠, ٠٠٠,‏ 1 د« ٥‏ لجميع الأعداد الحقيقية 
a, U2, °°°‏ كما يلي : 


PX مد... واد‎ (t1, Ue, ٠ ٠١ , U) = [exp OX, عل‎ °°° Xa) 
- ] 0. exp Ht F °°° uan) dFx,,....x, (Z1 ° °°, Ta) 


المتغيرات العشوائية المستقلة : 


يقال ان المتغيرات العشوائية الموزعة بصورة هشتركة  ٠٠٠.١,‏ .را ,إ١‏ مستقلة 
اذاكان أي من العبارات المتكافثة الاتية صادقة والعكس صحيح : 
() معيار دالة الاحتمال : لجميع مجموعات الاعداد الحقيقية ,ا , ٠٠١‏ ,ء13 ,:!1 
isin Bı] > PIX, is in Bı] P[X, is in BJ. (1.17)‏ مار P(X, is in Bı, ٠٠‏ 


(31) معيار دالة التوزيع ع لجميع الأعداد الحقيقية مت , ٠٠١‏ ,:2 ,2 


)1.18( ا °°° الال Xo)‏ , °° ل Fx...‏ 
يفا 


rr 


جدون 1.1 بعض قوانين الاحتمال المتقطع المهمة 


لنباين | المنوسط ٠‏ دالة الخاصية دالة كتلة الاحتمال أ فا ا 
+ 7 7 وقيم ا 
E(X] | Var[X]‏ 5 (2) ص أ وقيم المعالم 
mp npq‏ | “(و + "امرر) 5-7 د 00 9 ذوالحدین 
حيث ان 7 ,0,1 n=l, 2, ١ ("4 z=‏ 
م --1 عدن |ماعدا ذلك ,0 1 > م >0 
اقيم ك ۸7 5 بواسوت 
۸ ۸ 6 0,1 عع 00 126 
ماعد ا ذلك ,0 
pq 1, x=1,2.--۰| _ pe” 1 3‏ الهند سي 
ثم 2 “امن - 1 | ماعدا ذلك ,0 1 >م >0 
r 52 1 ( 7 3 7 7‏ 1 ذوالحدين السالب 
ر 2 qe“‏ — 1 5 8 2,00 ,1 جم 
ماعدا ذ للك ,0 OSpSI‏ 


ا ا ا ا 2 


"35 


جدول ,1.2 بعض قوانين الاحتمال المهمة 


التباين : دا الخاصة ET‏ 5 
ج : ۳ عو A‏ قانون امال وقيم 
Probability density’ funetion f, (7) 5 EX] Var]‏ الان 
a)‏ دم gid — gia a+b‏ > م >ة .1 المنتظم في الفاملة 
12 2 © -24)0 | يالك 0 قل » 
1/2 1 (م,) 1 الطبيعي ۽ 
expl(dumn — kuy?) 27 0‏ أ J‏ 2ج 3 - u <M > 6 EFE exp]‏ — 
ريدن 
0 جم 
1 1 ا 9 ( 0 < 7 عدوم الاي 
لد ك ١‏ س ] eli‏ 
X 7‏ | 1 ماعا ذلك !+ ,0 A>0‏ 
و 7 “حابيع A‏ 5 
Û 1= 8 6‏ “ر۴ سيكت 
ق 5 3 ( <2 و13 (Ar)‏ 10 0<م 


0م 


1 
ا 
1 
0 <ع ,8 g21‏ _ ل بد رجات حرية 2ر 
on‏ 5 2)72 — 1( )2(3 تاوي 
ماعدا ذلك 


7 


دارم 
1 


t21‏ درت 
لان[ Ton‏ 2 
E) ” [e‏ 

2 0 


HL 2n عم برو لل‎ 2) 
n2 (e — 2) (n — 4) 


4 > م آذ 2 < If‏ 


بدرجات حرية ۴ 


727 9 
T> 0 


ماعدا ذلك ,0 


(311) معيار بدلالة الدوال المميزة : لكل القيم الحققة U, ٠٠٠,‏ رر« فانه :- 
Ox (tn). 1.19(‏ :3 )4( جرم = را ,۰۰۰ © 
(1) معياربدلالة التوقع : لكل الدوال ( ٠) ١(, ٠٠٠, 9)١‏ ولتي توقعاتها كما في 


: معادلة ( 1.20 تتواجد فان‎ 
Ely (XD ٠٠١ ga(¥n)] = Eg) ٠٠١ )موا‎ (1.20) 


حدول ١ ١‏ أمثلة للمتغيرات العشوائية التي تتبع قوانين 


اللاحتيالاات الممية فى الحدرل 1.1 ف 1.2 


ذوالخدين * لدبت مي[ 

عد د النجاحات في ۸ محاولة من محاولاات برتولي المستقلة حيث ان احتمال 
النجاح في كل محاولة م ( محاولة برنولي عبارة عن نتيجتين ممكتتين احد اهما تسمى 
نجاحا sır  (‏ ) والاخرى تسمى فشلا ( 7 ( 
بواسرك . ,۲ 
عد د امرات النى تظهر فيها الحواد ث المعينة في فترة زمنية طولها دورة واحدة عند ما 
يكون ظهور الحاد نة من هذا التوع بصورة عشوائية ومعدل متوسط A‏ حادثة في وحدة 
الزمن ر يقال ان الحوادث تظهر بصورة عشوائية عند ما يكون ظهورها حسب عملية 


بواسون المعرفة فى البند ‏ 12 ) 


الهندسي Geometric‏ 
عد د المحاولات المطلوبة في تتابع في محاولات برنولي المستقلة للحصول على اول 


نجاح علماً ان احتمال نجاح المحاولة في كل هرة / 


Negative binomusl 


ذوالحدين السالب : 
عد د المرات الفاشلة في تتابع من محاولات برنولي المستقلة ( احتمال النجاح في كل 


محاولة j‏ قل ظهور حادثة النجاح رقم 8 
0 


Uniform : المتظم‎ 


موقع السهام المسددة على خط محصور بين نقطنين © 56 بحيث ان التصويب 
دائما يقع في الفاصلة بين التقطتين اعلاه وان اي جزئين ( من الفاصلة ۾ الى م ) 
متساوبين في الطول لهما احتمال متساو لوقوع الاصابة في احدهما . 


الطبيعي : Normal‏ 
وح د 
عد د النجاحات في * فحاولة من محاولات برنولي المستقلة ( احتمال النجاح في 
كل محاولة 2 ) تتبع بصورة تقريبية قانون الاحتمال الطبيعي حيث npg , #74 - Ap‏ ح فى 


الاس التصاعدي : 
سد س 


Exponential 


زمن الانتظار المطلوب للحصول على اول مشاهدة نوع معين عندما يكون ظهور 
الحادثة بصورة عشوائية وبمعدل متوسط × حادنة في وحدة الزمن . 


Gamma کاما‎ 


زمن الانتظار المطلوب للحصول على الحادثة رقم لنوع معين عندما يكون ظهور 
حوادث هذا النوع بصورة عشوائية بمعدل متوسط ۸ في وحدة الزمن . 


مربع كاني تر : المجموع .نز + .. ٠‏ +12 لمربع ” هن المتغيرات العشوائية كل منهما 
موزع (30)0,1 : 
ى توزيع اف ۴ : نسية 1٣ر‏ ام حيث '] و ۲ متغيرات عشوائية هستقلة موزعة حسب 
توزيع مریم كاي وعدد درجات حرية × و * عل الترتيب . 


المتغيرات العشوائية غير المترابطة : Uncorrelated random Yarih1es.‏ 


لنفرض ان التغيرين العشوائيين المرتبطين بالتوزيع ,× و م هما عزمين محدودين 
ومن الدرجة الثانية . ان المتغيرين × م ر× يقال لهما غبر مرتبطين ببعضهما اذا كان 
التغاير المشترك لهما 1 


E(X Xo] — E[XJE[X 2] = 7] ~ BX 1)(X:— EX:])],‏ = وت ]م0 
١ (1.21)‏ 


الى 


كما هو موضح أعلاه يأخذ قيمة الصفر أو بكلمة مرادفة اذا كان معامل الارتباط 


يأخيذل صفرا | والذي يعرف كما بلي 
Cov IX, XxX‏ 5 
p(X ys) = e[XılelX:] 0 (1.22)‏ 
أوبكلمة أخرى اذا كان 
)1.28( و + Xs] = Var[XJ‏ + رامو 


توزيع | لجموع ,× + ر× متغيرين عشوائيين مستقلين × رلا : 
انه لمن الواضح اذا كان 1 )+ تمثلان متغيرين عشوائيين ذو توزيع مستمر فان 
المتخير العشوائي ا + ,3 تمثل متفير عشوائت ذو توزيع مستمر ذو دالة كثافة احتمالية تعطى 
کالاتي : 
de‏ ( - لا r0 = f‏ 


5 J. xU 7 afte) dr. (1.24) 


واذا کان ,× 4 :2 تمثلان متغيوان عشوائيان متقطعان مستقلان فان +X‏ × تمثل 
متغير عشوائي متقطع بدالة كتلة احتمالية تعرف كالآتي : 
المجموع ,× + عبارة عن متغير عشوائي متقطع له د الة كتلة احتمال مبينة ادناه : 


ش (نه ح (Op,‏ بوم 2= Pras)‏ 
(1.25) 


:)يج( - px‏ - 
تأتي اهمية دوال الخاصية من حقيقة استخد امها في ايجاد قانون احتمال مجموع 


متغيرين عشوائيين مستقلين ,1 , ۲ . بما ان توقع حاصل ضرب متغيرين عشوائيين 
مستقلين يساوي حاصل ضرب توقعهما سينتج مايلى : 
)1.20( لدت E 30 N‏ روتس عام وير کے 327 + كار 
وهكذا فان دالة الخاصية لمجموع المنغبرات العشوائية المستقلة يساوي حاصل 
ضرب دالة خاصية كل منهما : 
)1.27( ۰ ب 0 )يورم 


يف 


نبرهن النتائج الآئية باستخد ام المعادلات 1.24 ,1.25 وخاصة العادلة 1.27 


نظرية : 1۸ 
نفرض ان ) :× عبارة عن متغيرين عشوائيين مستقلين 

() اذاکان :× موزعا حسب التوزيع الطبيعي بمعدل ,:: وانحرائب هياري 

كد موزعاً حسب التوزيع الطبيعي بمعد ل 7:٠‏ وانحراف معياري .» 
فان ,× + )¥ موزع حسب التوزيع الطبيعي بمعدل 25 + :7 وانحراف 
معياري o = Vo Fes‏ 

(i)‏ اذا علمت ان ,2 يخضع لقانون احتمال ذي الحدين بالمعلمين ب« ,م 

وان ء٤‏ يخضع لقانون احتمال ذي الحدين بالمعلمين م ,م فانر١‏ + ١‏ 
يخضع لقانرن احتمال ذي الحدين بالعلمين رهج رم ,م . 

11 اذاعلمت ان ,× موزع حسب توزيع بواسون بمعدل ,۸ وان ,. موزع حسب 
نوزيع بواسون بمعدل <١‏ فان د + × موزعم حسب توزيع بواسون 
بمعد ل ولط جح تخ 

(iv)‏ اذا علمت ان ,۲ بتبع قانون احتمال بالمعلمين اخ وان يبع 
قانون احتمال كاما بالمعلمين .+ <١‏ فان ,× + ,ا يتبع قانون احتمال كاما 
بالمعلمين دع عدوم بير ١‏ 

(۷) اذا علست ان ر١‏ يتبع قانون ذي الحدين السالب بالمعلمين ,, م وأن 
ء× يتبع قانون ذي الحدين السالب بالمعلمين .م ,م فان ٣‏ يبع 
قانون ذي الحدين السالب بالمعلمين و٣‏ ,م ,2 

المكملات : 

14 نعبرعن العزوم بدلالة مشتقات دوال الخاصية . نفرض ان ١١ء‏ عبارة عن 

متغيرين عشوائيين موزعين توزیعا مشتركا . برهن ان 


,(0 )ر رع ع 0 بره 


2 ا e‏ ا 
e 0= Fg Px, xa, (1.28)‏ نفك 
02 =0 م د )تر 
N] = — e, O =~ e, «0), (1.29)‏ 
TOE 03 :‏ 
O0. (1.30)‏ ا 3 Dn dug‏ = = | 1 اكالم 


۲۸ 


اذا كانت العزوم موجو دة حقيقباً فاننا نستطيع برهنة صحة المعادلات 1.30 ,1.29 ,1.28 
8 نعبرعن العزوم بدلالة مشتقة لوغارتم دالة الخاصية . نفرض ان ,× , × عبارة عن 
متغيرين عشوائيين لهما توزيع مشترك . البت ان : 


(1.31) ,)0( روم هما ل = EX]‏ 
)132( ,)0( ربرب a log‏ 2 
)1.33( 


log ex, x,(0,0).‏ يج = Cov[Xı,X»]‏ قو 


نبرهن صحة العادلات 1.31 و1.32 عندها تكون لهم عزوم حقبقة 

7 التعميم ذوالبعدين لتباينة جيفيجيف 

() نفرض ان × ,وا متغيران عشوائيان لهما يد يساوبان صفراً وتباينان يساويان 
1 ومعامل ارتباط م انيت أن 


B[max (X?,X29] > 1F </1 - هم‎ 


2 max (PX) = جم‎ | XP— X2+ XPH Xz, 
EX | مو - - مر‎ [> 8] | 1¬ X2 18] + Xel. 


(1) استخدم () لالات ان لكل زوج من المتغيرات العشوائية ذاث معامل الارتباط 
مولي 0 < ۸ 


P[| Xı— B[XıJ]] > [:]م<‎ or | و‎ - E[X2]| > الفقامة‎ 
<} 1+ 1= م‎ 


X— EX | < XXI] S jr‏ | ام 


(ii)‏ استخدام () لاستخراج الشكل الطبيعي لتباينة جيفيجيف 
لاي هتخير عشوائي × ذي التباين المحدود ولأي 0 < ١‏ 

راجع نات »> (1958) كو في حالة تعميم الابعاد العليا لمتبابنة جرفيجيف 
12 حالة قانون الاعد اد الكبيرة . ينص قانون الاعد اد الكبيرة ( الضعيف ) على : 
اذا كان («*) عبارة عن تتابع في المتغيرات العشوائية المستقلة المتمائلة التوزبسع 


"4 


كالمتغير العشوائي × ذي المتوسط المحدود فان 
]5 2 كك في الاحتمال عندها »دم 
اي ان لکل مء“ 
غندها صماس , 1+0[ > P(| Ha E(X][|‏ 
التوسع جزئي لهذه النتيجة في التمرين الآتي : 

نفرض ان 7 موزع توزيعا منتظما في الفاصلة ٣‏ الى ٭ .نعرف 
عند ما 1,2 دق كما يلي : 


X4, = cos kU 
۸= 12,۰0 عندما‎ 8+ ++ Ka ونعرف‎ 
: تلميح‎ EX 2], YarlX £], ES], Yar[Sr] اوجد‎ )( 
غير مترابطة ؟‎ Xi, K3, °°° هل ان‎ 


افرض ان 0<» جد 


tim P[(| Û S.| < ¢. 
ووب وو‎ n 


5 نظرية الحد المركري : 


تنص نظرية الحد المركزية ( الكلاسيكية ) على ما يلي : اذاكان (.7) تتابعاً من 
المتغيرات العشوائية المستقلة المتمائلة التوزيع كالمتخي رالعشوائي × بمتوسط وتباين محدودين . 
واذا كانت ,]3 + ...+ ولا + بكر - ,8 فان ' * 


ترم , لقلق ةدمو 


تقترب في التوزيع عندما 00 بمعنى ان لكل عدد حقيقي z‏ 
g20 dy.‏ ڪ >[ < lim P[S,*‏ 
n+ 7T —@‏ 


لكي نفهم معنى هذه الصيغة › نتأمل الخال الاتي . نفرض ان ,و ,د ,× عبارة 
عن متغيرات عشوائية مستقلة موزعة في وحدة الطول توزيعاً منتظماً . نفرض ان 
KF Xs +X‏ + وار ح وق Xı + Ko,‏ = وهر 


۵ حوة ب دہ“‎ 8, g,* = Se ES, 
[82] e]84[ 


ابت ان 0 1 


م 
f^) = lL, || < 6‏ ی 


ماعدا ذلك ,0 = 
5 > إن" 223 ts‏ 4- قلشا - مور 
7لا /شاحقة _ 
#4 20/3 >إس|> قله 0 
ماعدا ذلك ,0 = 


() نفرض أن ۶ موزع حسب التوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي صفر وتباين يساوي 1 
ارسم دوال كثافة احتمال 2 ,*,4 ,*ر في شكل واحد . 


ر 1 
هل يمكنك القول بأن *.5 , 2 لهما نفس قانون الاحتمال تقريباً ؟ جد ذلك بصورة 
تقريبية [3> وق > 1]ط 


التمارين : 


1.1 في وعاء لحفظ السماك ثلاث سمكات ذهبية جيدة و 7 اسماك ذهبية غيرجيدة 
التقطت القطة فلكس ثلاث سمكات من الوعاء بصورة شرسة وكانت السمكات 
الثلاث من النوع الجيد وبدأت باكلهن . حضر صاحب القطة بصورة غير متوقعة 
ورأى القطة فخاطبها بلغة نفهمها اذا امكنك اعادة اللقطة مرتين من مجموع 
ثلاث مرات ساجعل طعامك هذا السمك باكمله . اماءاذا لم تستطيع ذلك 
فسيكون طعاملك الاعتيادي الحلزون المقطع . : 
ماهر احتمال ان يكون طعام القطة سمكاً ؟ 

2 الاحتمال التقديري لمعرفة وجود عصيات الامراض الدرنية باستخدام اشعة × 
لفحص الصدريساوي 0.6 تم اجراء استقصاء لمدين ةكاملة عدد سكانها 60,000 
نسمة لعرفة عدد الناس المصابين بهذا المدرض . تجري عماية الفحص على الحو 
الاتي :فحص كل شخص بنوعين من الاشعة|..ان كانت نتيجة اشعة واحد على 
الاقل موجبة فسيكون امر الشخص مشكوركاً منه . نفترض وجود 2000 شخص 
في المدينة مصابين بهذا امرض . نفرض ان × عبارة عن العدد الناتج مسن 
الاستقصاء للاشخاص المشكوك في امرهم . اوجد متوسط متباين + 


۴ 


13 


1.4 


1.5 


1.6 


1.7 


۳۴۲ 


يمتللث رجل من المفاتييح ويرغب في فتح اللاب ولكنه لايعرف المفتاح الذي 
يصلح لفتح الباب . يقوم الرجل بتجربة المفاتيح بصورة مستقلة وعشوائية 
نفرض ان ٠.‏ عبارة عن عد د المحاولات المطلوبة الى ان يحصل الرجل على 
المفتاح المطلوب .. 

اوجد [, ]م وتباين ‏ [- .]مآ اذا علمت مايلي : 

0 عدم فصل المفاتيح غير المطلوبة التي تمت تجربتها عن المفاتيح المتبقية . 

(1) عزل المفاتيح غير المطلوبة بافتراض ان مفتاحاً واحداً فقط يصلح لفتح 

الباب . 

قاذفة موجهة لتصويب هدف معين . نفترض ان توزيع المركبتين الافقبة 
والعمود ية لانحراف الاصابة عن مركز الهدف يكون حسب التوزيع الطبيعي 
وبصورة مستقلة حول مركز الهدف وبانحراف معياري يساوي : ميل نفصرض 
ان الهد ف هو اسقاط القذ بفة على شكل د ائري وبقطر ميل ماهو احتمال اصابة ۰ 
الهدف؟ وما هو اصغر عد د من القذ انف المطلوبة لاصابة الهدف باحتمال في 
الاقل 0.99 وباصابة واحدة في الاقل . 


نفرض ان للمتغيرين × , 32 دالة كثافة احتمال مشتركة كمايلي : 


,1 دن + , د = e)‏ ار 
ماعدا ذلك ,0 - 


هل (ن ۲ ,2 غير مترابطين (1) مستقلان ؟ 


اثبت ان لمجموع * من التغيرات العشوائية الممتقلة حيث كل منها بخضع 
لتوزيع كاما ذي المعلمين + ,۸ نفس توزيع مجموع «” من المتغيرات 
العشوائية المستقلة الموزعة توزيعاً اسيا بمتوسط «/1 

اوجد في التمارين 1.8 الى 1.13 [4 > ×> 5]1 اذا علمت ان 


(ûi) X = min (X, X2 , Û) X= Xı +X,‏ چ 
متغيران عشوائيان متمائلا التوزيع وبصورة مستقلة لهما قانون الاحتمال المذكور 
في كل تمرين تلمبح . 


انيت أن ]ض > ,]اط - min (X,, 2:( < b] = P*[X, > a]‏ > عاط 


,× , .3 موزعان حه ب التوزيع الطبيعي بمتوسطين متساويين وبتباين يساوي 


18 الروك حسب توزيع بواسون بمتوسطين يساويان 2 
9 يخضع ,يا لقانون احتمال ذات الحدين بمتوسط يساوي 1 وتباين 
بساوي 0.8 
0 يخضع ,1 , و لقانون الاحتمال الاسي بمتوسط يساوي 1.5 
1 يخضع ,ند ,ءا لقانون الاحتمال الهند سي بمتوسط يساوي 2 
2 ,ي هموزعان حسب التوزيع النتظم في الفاصلة صفر الى 3 
3 نفرض ان .وا عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة 
موزعة (11. 
نفرض ان »,٥٠<0‏ نفرض أن Ri=aVX?+ Xa,‏ 
تبن + لاوم دوم ابت ان 
(a + a2.‏ قم = زو > P[Rı‏ 
نفرض في التمارين 1.15 الى 17.] أن ] عبارة عن متفر 
عشواتي موزع بصوره منتظمة في الفاصلة صفرالی 1 . نفرض ان (:)9 
دالة غير تنازلية . تعرف عندما تكون قيم | > ب > 0 اوجد ‏ (0)0 
اذا كان للمتغيرالعشوائي :)م توزيع مبين في التمرين المطلوب . تلميح 
اذاكانت : 
"تل د )° ¢ > ]ل = FN) = Pg) > yl‏ 


فان سا = ,)و يعرف مقلوب الدالة (ن)دم کما يلي : 
(نم)؛ ”۴ قساوي اصغر قبمة من قبم بحيث ين > «) ( قارن ذلك 
مع كتاب الاحتمالات الحديثة ص 318 ). 


4 )#6 عبارة عن توزيع كوشي اي أن تحزن + 1)ج) = اجوز 
gl) 1.15‏ عبارة عن التوزيع الاسي بمتوسط 1/y‏ 
6 ( )ںو غخبارةعن التوزيع الطبيعي بمتوسط « وتباين *ه . 
7 نفرض ان × عبارة عن متغير عشوائي بد الة خاصية . 
.})1 — حك امم )بر exp‏ = (ن)يرم 


م/* الغمليات التصاد فية FF‏ 


حيث ,مكميتان ابتتان موجبتان . (0) انيت ان 
P[K = 0] = greu-e hh,‏ 


تلميح . استخد م المعاد لة 3. (ن) أوجد [)5 وتباین [( ]۲ 
اوجد متوصط وتباين 7+ کو في التمارين 48 الل1.20 حيث 


X 1.18‏ موزع قمر N‏ 
9 ۲ موزع حسب توزيع بواسون بمتوسط ۸ و 
1.20 × موزع حسب التوزيع المنتظم في الفاصلة 1 الى1 . 
1-2 وصف قانون احتمال العملية التصادفية : 
نصف في هذا البند اساليب مختلفة لوصف العملية التصادفية . تذكراولاً التعريضن 
اللاساسي الذي اعطيناه في بد اية هذا الفصل : العملية التصاد فية عبارة عن عائلة من 
المتغيرات العشوائية 7 »؛ ,0)×) معلمة بالمعلم ) الذي يختلف ضمن المجموعة7 
من الممكن تمثيل العملية التصاد فية 3 )X0,‏ المعرفة ضمن المجموعة ۲ 
اللامنتهية للاغراض العملية بواسطة عد د محد ود من الاحد اثيات . احدى طرق وصان 
العملية التصاد فية (7 100,1 عن طريق تحديد قانون الاحتمال المشترك ( ۾ 
من المتغيرات العشوائية () ٠٠٠,‏ ,(ا)× لجميع الاعداد الصحيحة ۸ ولجيع 
النقاط با ٠٠٠,‏ ,ءا ررغ العائدة الى 7 
لكي نحد د قانون الاحتمال المشترك للمتغيرات العشوائية )× ٠٠٠,‏ ,( )× نحدد 
اما (1) دالة التوزيع المشترك البينة ادناه لجميع الاعداد الحقيقية ‏ ` مت ,“ردت 


كما يلي : 
]3# 5 () کر ° ° رولك ك (42) & و1 2 )4( P[X‏ ي- n)‏ و (Fl)‏ و4 ) عت ل لواح لل 
.2( 


أو (تة) دالة الخاصية المشتركة المبيئة ادناه لجميع الاعد اد الحقيقية مل ٠٠١,‏ ,دير 
كما بلي : | 
۳4 


PFC), (êg) (M1) * ° ١ ى‎ a) 2.2) 


يقال ان دالة التوزيع في المعادلة 2.1 ودالة الخاصية في المعادلة ( 2.2 )لها 
۸ من الابعاد لانهما يمثلان قانون احتمال مشترك أ ” من التغيرات العشوائية . 
مثال 2۸ 1 

بكرن تتايع المتغيرات العشوائية المستقلة °“ X1, Ka ***, Kay‏ عملية تصادفية 
( متقطعة العم ) ذات المجموعة (۰۰۰ ,2 ,1) = 7ء لكي نحد د قانون احتمال العملية 
المشترك نحدد دوال الخاصية المنفردة . 

(n = 1, 2, °°°},‏ برضا 

لان. 


(n) e Px, (n). (2.3)‏ ,چ کیا۰ OS x, hs‏ ف 


يكون تتابع [,5) للمجموعات المتعاقبة ,]ا +٠٠٠‏ :× + 1× = ,8 للمتغيرات › 
العشوائية المستقلة عملية تصاد فية ( ذات معلم منقطع ) . من اجل تحديد قانون احتمال 
لعملية المشترك نحد د مرة ثانية دوال الخاصية النفردة . 
n= 1, 2, 0 01‏ ,)104,4 
لان 
)2.4( (إييه + ۰۰۰ + ويه + )رب = (ولة ر ٠١‏ * بطتايع, ...ريم 
F ua) 00 oy (ta + tnx, (u).‏ °° عل ولة) يرب X‏ 
نسنتخد م.الحقيقة المرحنة السهلة الاتية من اجل برهنة المعاد لة 2.4 
(2.5 , 7و8 = 1-م؟) (ييقة ۳ 1( ۳ ( سيوك “¬ ,8) منة = كديري 2 
٠٠. uy) (Sz — S8) F (u °°° un) 8S.‏ ع (u‏ .+ 

يعرف التتابع (,5) المجموعات التغيرات العشوائية المستقلة المتعاقبة بالمشية العشوائية 
##اومه nom‏ لاننا نستطيع ان نوضح .5 بانها ازاحة الجزيثة ( اوالنقطة ) من 
موقعها الابتدائي على الخط المستقيم وذ لك باعتبار الازاحة العشوائية الحاصلة عن المفية 
العشوائية في الخطوة م تساوي ,× يستطيع القاريء ان برسم عينة لمسارات مشييسات 

o 


عشوائية وذلك بسحب عينات من جد ول الاعداد العشوائية . 


طريقة ثانية لوصف العملية التصاد فية بد لالة عائلة من المتغيرات العشوائية ذات قانون 


. ) في كل نقطة‎ aE E 
: مثال‎ 

تامل 0 التصاد فية المستمرة المعلم (0 < ؛ ,0))) المعرفة كما يلي : 
X(D) = A cos at + B sin wl, (2.06‏ 


حيث التردد ه رو ال 4 11 عبارة عن متغيرين عشوائيين 
مستقلين موزعين حسب التوزيع الطبيعي بمتوسطين وتباينين يساويان صفاً > 62 عل 
الترتيب . نستطيع الان ان نجد احتمال اي صيغة تخص العملية التصاد فية » مثلا » سنجد 
لاي كمية ثابتة © 
e|.‏ < اف Pf XD‏ 
افرض أن »/چ2 ع رآ 
f“ cos? wf dt + 24B f 605 ut sin wt dt + F f" sin” ut di‏ 4° دين 30 1 
8م 2ے 
+B’).‏ 4) چ = 
اذن 
ص xu‏ 
0 1 الى ثور به 1 
dy‏ وص کا > “+ r4‏ = [ه > Pl x*() a!‏ 
ظ يت - أده - 
لان 1 )4٠+ 82/٠‏ توزيع هربع كاي بدرجات حرية تساوي 2 ( راجسع 
الاحتمالات المتقدمة » ص 3821 ) . 


يجب ان زه نشير الى ان العملية التصاد فية {X(D, te T}‏ في الحقيقة 
عبارة عن دالة لعنصرين {X(s), (e T, se8}‏ عند ما تكون قيمة 
محدودة فان (0 ,)× عبارة عن دالة ضمن فضاء الاحتمال 5 أو بصورة متمائلة 
٠(‏ )× عبارة عن متغيرعشوائي . من جانب آخرعند ما تكون قيمة التابعة الى 8 
طخد دة فان 3)٠0,5(‏ عيارة عن دالة أ + تمثل مشاهدة ممكنة ضمن العملية التصاد فية 


۳۹ 


اودالة 


لال 841 يطلق على الدالة (دى, )2 realization jl‏ 
العينة «م#ء”ماثر ءام«مء للعملية . عند د راستنا للعملية التصادفية نحتاج دائما الى 


تخطيط شكل مثالي لدالة عينة العملية ( لاحظ الشكلين 1.1 ,1.2 ) 


شكل 1.1 مخطط للفعوضاء المثالية . توضح الضوضاءالناتجة من القاومات باستخدام المكبر على شكل عة عملة 
تصادفية منتهية إ0 < 1 ,(0) ]22 


مثال :20 
تكتب العملية التصادفية ,0 < 11)0,4 المعرفة بالمعاد لة كمايلي 
X() = 7 cos (wt — 9)‏ 


)2.7( 
حيث (8/.1) ۸۳وا = ۵ ,7 +4 م على ضوء العادلة 2.7 تكون دالة 
العينة تلك العملية على شكل موجات جيب بسعة «/ وطور م كماشي مرسومة في 


ال 1.2 


الشكل 1.2 دالتان لعينة العملية التصادفية الخالية (0 + /ين] عم © = 0 


و 


المكملات : 


24 يقال ان العمليتين التصاد فيتين {FO,t > O} , {XO,t > O‏ 
منمائلتا التوزيع اذا كان هما نفس عائلة قوانين الاحتمال ذات الابعاة المحد ودة ابت 
تماثل العمليتين الاتبتين بالتوزيع 


X() = A cos wt + 8 sin wf, (2.8) 


حيث ت كمية ثابتة موجبة معروفة ۸4 ؛ 8 متغيران عشوائيان مستقلان موزع ان 
توزيعاً طبيعياً بمتوسطين وتباينين يساويان صفراً ٠‏ على الترتيب 


FD = FR cos(at + 0), (2.9( 


حيث ٠‏ عبارة عن كمية ثابتة معلومة , 6 متغيران عشوائيان مستقلان » و. 
موزعة بصورة منتظمة في الفاصلة من صفر الى +2 وان ۸ موزع حسب توزيع .ريلي 
Rayleigh‏ بد الة كثافة احتمال عند 0 <+ تساوي 


2 1 
frm) = exp - £) 1‏ 
28 يقال ان العمليتين التصاد فيتين 0 < 01 EOD ١‏ 
مستقلتان اذا كان المنتجان العشوائيان 
))4( ا Fit),‏ 5 , ا م (Kt), ET‏ 


لكل عدد ضحيح ولجميع النقاط الزمنية ك2 مستقلين بالمعنى الاتي 
وهوان لجميع مجموعات (بورل) 4 ۴١‏ اللاتي لها ۸ مركبة من الاعداد الحقيقية 


PICKIN), <“, X(t) 6A and (Oh), °. Y(tn)) ل‎ 
]رح‎ ) 00,٠٠١, XO) > APIO(ED, ٠ ١ ١, YEEn)) e B1. 


اثبت استقلالية العمليات المعرفة في المعاد لتين 28 ,2.0 اذا علمت باستقلالية 
المتغيرات العشوائية ۸,0 .8 را 

2 ابت اذا حددنا قوانين الاحثمال ذات الابعاد : لعملية تصاد فية فانا 
سنحد د بذ لك قوانين الاحتمال ذات الابعاد الاقل من ١‏ للعملية ر ي ع جع 
التوزيعات ذات الابعاك + ) . تلميح Hy 1 E‏ < وبر 


e ١ , n) کک‎ 07 ts °°°, lm, Û, ° ° ,0). 


۴۸ 


التمارين 3 
نجد في التمارين 1 الى 2.3 تتابعاً من المنغيرات العشوائية المستقلة ٠ ٠١‏ ,و رول 
والموزعة بصورة متمائلة كالمتغير العشوائي جر نفرض ,× + . ٣ 4 ×: + ٠.‏ = رق 
اوجد وفقا للافتراض البين ازاء كل تمرين حول قانون احتمال × ولاي عدد صحيح 


مايلي : 


() دالة خخاصية Xu, Kn‏ المشتركة 
(ذن) دالة خاصية Ss“, Sn‏ ا مشتركة 


(11) دالة خخاصية وبتك المشتركة . حيث 
: ا برط Y=‏ 
21 × عبارة عن (2م,8)0 
2 × موزع حسب توزيع بواسون بمتوسط ۸ 
23 ¥ موزع حب التوزيع الاسي بمتوسط 1/3 


العملية التصادفية (0 < ),0) 41+ في التمارين 2.4 الى 2.8 معرفة بصيغة 
واضحة بد لالة المغيرين العشوائيين 4 . :1 وهما عبارة عن متغيرين عشوائيين موزعين 
توزيعاً طبيعياً مستقلاً بمتوسط يساوي صفراً وتباين يساوي 2م . اوجد متوسط المتغيرات 
العشوائية التالية : 


(D max XO, 
0-1 
(} max |X(® |, 
0-1 
5 1 + 
(iii) XO dh, 
(iv) 1 XX dt 
2.4 0ه‎ = At RB. 
25 XO=F + df + B [omit part (iD]. 
26 X(N) =e. 


27 X(NO= Acos rt. 


28 ¥XO=A ior 0 > <}, 
=B for t>}. 
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1-3 عملية ويئر وعملية بواسون 


THE WIENER PROCESS 
AND THE POISSON PROCESS 


تؤد ي العمليتان التصاد فيتان . عملية وينروعملية بواسون . دوراً- - اساسياً في نظرية 
العمليات التصاد فية . تكمن اهمية هاتين العمليتين في كرنهما نماذ ج لظواهر مهمة . قبل 
القبام بتعريف هانين العمليتين نوضح مفهوم العملية التصاد فية ذات التزايد المستقل 
independent increments‏ 

بقال ان للعملية التصادفية المستمرة المعلم [» > ع > 0 ,9)) تزايداً مستقلاً 
اذاكانت 0 = (0) وان المتغيرات العشوائية لجميع اختبارات النقاط الزمنية 
bi <l < °°° Ch‏ 


X(t) — X(t), ٠٠ , X(t.) — X (ta1) (3.1) 


مستقلة . بقال ان للعملية تزايد! مستقيلا ثابتاً slallanary intlrpecndcnt incremenis‏ 
اذا کان } )| + X(t + |) — X(t,‏ 


نفس توزيع () ۸ - () ۲ الجميع اختبارات ٠,‏ ,ءا ولكل0 < بالاضافة 
الى شرط التزايد المستقل اعلاه . 
اذا كانت العملية التصاد فية ذات تزايد مستقل فانه من السهولة بمكان تحقيق مابلي : 


لوو عه وق لا )ل ادم 


2 
)82( الوط عل عقن يديك 11 )ريه +۰ °۰ ۳ eee‏ 2 


وهكنا نستطيع استنتاج قانون الاحتمال المشترك لاي من المتغيرات العشوائيسة 


يي A(t),‏ اذا عرفنا قانوني الاحتمال الانفرادي لكل من ()1. 
X() — X(N.‏ لجميع قيم ٠.»‏ غير السالبة . 
عملية وينر : 


تۆد ي عملية وينرد ورا أساسياً في نظرية العملات التصاد فية وتطبيقاتها المختلفة . من 
بين تطبيقات عملية وينر هو اعبار عملية ونر نموذجاً للحركة البراونية وللضوضاء الحوارية 
ه44 


فى الد وائر الكهربائية . اذا استخد منا المجهر فاننا نلاحظ أن حركة الجزيئة ر مثلا ذات 
قطر 10-٠‏ ) النغمرة في السائل اوالغازعبارة عن خركة مستمرة غير منتظمة وواضحة . 
حركة هذ ه الجزيئة تسمى بالحركة البراونية نسبة للعالم الانكليزي النباتي روبرت براون الذي 
اكتشف تلك الظاهرة في سنة ۱۹۲۷ ( مباشرة بعد اختراع المجهرذي العد سات الكروماتية 
راجع بيرن [11910 ص 84 . يمكن ملاحظة نفس الظاهرة في حالة جزيئات 
الد خان الموجودة في الهواء . 

يعتبر تقد بم مفهوم ظاهرة الحركة البراونية احد النجاحات الرئيسية لنظرية الاحصاء: 
الميككا نيكي” والطاقة الحركية . اثبت انشتاين في سنة 1905 بانه بالامكان توضيح الحركة 
البراونية من خلال افتراض وجود جزيئات معرضة للاصطدام المستمر لجزيئات الوط 
المحبط بها بعد ذلك تم تعميم وتوسيع عمل انشتاين الموسوم ونحقيقه عمليا من قبل , 
مختلف الفيزيائيين . ( للحصول على تاريخ نظرية الحركة البراونية . راجع البحوت الموجودة : 
في كتاب ]1954[ Wax‏ وانشتاين [190] 

نفرض ان . 1)0 عبارة عن ازاحة الجزيئة في الحركة البراونية ( من نقطة الداية ) 
بعد + وحدة زمنية ‏ 0= (0) 1 بالغرض . تعانى الجزيئة البراونية من حركة دائميسة 
نتيجة الاصطدامات المستمرة للجزيئة بسبب قوة مجال.الوسط المحيط بالجزيئة . 

نعبر عن ازاخة الجزيئة في الفاصلة الزمنبة الطوبلة (/,) مقارنة مع الزمن ين 
الاصطدامات بمجموع عد د كبيسرمن الازاحسات الصغيرة . تستطيع ان تفترضس ان 
() 1 - ر مهزعة حسب التوزيع الطبيعي وذلك باستخدام نظرية الحد المركزي 
11m t theorem:‏ [مرعرون ونفترض بعد ذلك ان التوزيع الاحتمالي للازاحة 
لا 10 هونفس توزيع .(۸ + ه) × -(4 + 80 لكل0 </ بسبب 
افتراضنا لاستقرار الوسيط المحيط بالجزيئة . وان قانون احتمال ازاحة الجزيئة يعتمد على 
الفاصلة * -/ فقط وليس على زمن ابتداء المشاهدة . 

ان حركة الجزيئة ناتجة تماما عن اصطدام الجزيئات غير المنتظم والمتكرر بصورة غير 
محد ودة . نوضح هذه العبارة رياضيا كما بلي : اي ان للعملية 100 التصادفيسة 


تزايداً مستقلاً . تكون الازاحات فى الفواصل الزمنية غير المشتركة مستقلة لان عد د وحجم 
الاصطدامات في الفواصل غير المشتركة مستقل . 
نعرف الان عملية وينر( نسبة الى وبنرالذي يعتبرمن اوائل الباحثين في الحركة 
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البراوثية الرياضية [1923] :([1930] - يطلق على عملية وبنر ايضا بعملية 
وبنر- ليفي ١‏ اوعملية الحركة البراونية . 

يقال ان العملية التصادفية (0 <4)2:)0,4 عبارة عن عملية وينراذا تحقق 
مايلي : 
00 ژ (1800,4<0 0 تزايد مستقل ثابت , 
() (»)× هوزعة حسب التوزيع الطبيعي . لكل 0< / 
E[X()] =0 fii)‏ لجميع قيم 0 <¿ 
X(0 =0 (iv)‏ 

بما ان 1 ()× تزايداً مستقلاً وان 0 = (0) + 
فلاجل الحصول عل قانون احتمال العملية التصادفية )20 نجد قانون احتمال التزايد 
0 - )× لكل #> و بماان ()×-()× عملية طبيعية فان قانونها 
الاحتمالي يتحدد من خلال المترسط والتباين لتلك العملية . 
نحقق بسهرلة لان 0= [()× - (م)×]8 اذن 


Px xq (4) = exp } wî Var[X (¢) ~ X ([( (3.3) 


ننبت من خلال الحقيقة القائلة بان 1 ()بر تزايداً مستقلاً . وجود كمية ثابتة موجبة 
نرمزها بالرمز م تعرف لكل 0 < ه < + (راجع التمرين 3.15 )كمايلي 
)3.4( .|8 - خ!| ثم = Var[X (¢) - X(s)]‏ 


وهكذا يتحدد قانون احتمال عملية وبنرمن خلال البديهيات (0)-0 الى 
المعلم e‏ . 
نعتبر هذا المعلم عبارة عن خاصية اعتيادية للعملية ويجب ان يتحدد من المشاهد ات 
في حالة كون عملية وبنرعبارة عن نموذج لحركة براون فان *» عبارة عن متوسط مربع 
ازاحة الجزبئة في وحدة الزمن . ابت انشتاين في سنة 1903 أن : 


: )3.5( 


: 4 رر 


0 


حيث ۸ عبارة عن ابت الغاز العام . ١‏ عبارة عن عد د افوكاد روعبارة عن الحرارة 
المطلقة ر معامل احتكاك الوسط المحيط . ادت العلاقة 3.5 الى امكانية استخراج عدد 
افوكاد رومن تجارب الحركة البراونية وهي النتيجة التي نال بيرن بموجبها في سنة 1020 
جائزة نوبل ( راجع بيرت [1916] ) . 

تعتبر عملية وينرفي الاصل نموذجاً لحركة براون ( في الاعمال الي قام بها وينر 

 ]1925[ .‏ وتعتبر تقلب حركة الاسعار في اسواق العملات والمواد ( في الاعمال التي 
قام بها |1900[  Behelier‏ راج [1939]عرصوراون ‏ للحصول على 
المراجع الحديثة) . وقد تبين أن هناك تتابيقا اخر لعملية وبنر في ميكانيكية نظرية الكم 
( راجع كاله [1959 ,1951] مونترول [1952]) وينر [1930] . تطبيق اخر مهم 
لعملية بواسون بخص التوزيع المتمائل بالتقارب لاختبارات جودة توفيق دوال التوزيع' 

( راجع اندرسن وداړلنغ [1052] ) . نناقش هذا التطبيق في الند 3-5 


عملية بواسون : 


تأمل الحوادث العشوائية مثل (1) وصول الالكترون المنبعث من الكاثود في 
انبوب التفريغ الى الانود . (:) وصول اشعة المبعئة من مصدر اشعاعي الى عد اد 
كيجر. (3) وصول الزبائن للحصول على خدمة عندما يقوم بتأدية تلك الخدمسة 
محاسب اوبائع في محل بيع مركزي . كاتب في معمل كبير . مدرج في مطار . عمليات 
الشحن في المبناء . رجل الادامة في محل لتصليح المكائن . الخطوط التلفونية في مركز 
الاتصالات اللاسلكية او (1) وقوع الحوادث . العطب .وما شابه ذلك . 

نستطيع وصف تللك الحواد ث بد اله ب 300 counting function‏ معرّفة 
لجميع قيم 0 < ١‏ والتي تمثل عدد الحوادث الراقعة في الفترة من صفرالى / ( بدقة 
اكثر . في الفاصلة 0.1) المفتوحة عند صفروالغلقة عند ١‏ ) . يمثل الشكل | 
رسم الد الة النموذجية ٠)٠١‏ نقصد بالزمن صفرهوزمن مدى مشاهدة وقوع الحوادث 
العشوائية تعتبر قيمة (0 قيمة مشاهدة لمتغير عشوائي لكل زمن /تكون عائلئة 
المتغيرات العشوائية 0 < ٠).‏ عملية تصادفية . ان القيم الممكنة الوحيده 
لكل منغير عشوائي ٠١)‏ هي عبارة عن الاعداد الصحيحة 2...0 ,1 .0 . يطلق 
على العملية التصادفية  ١0.12 ١‏ الي تاخحذ متغيراتها العشوائية القيم العد دية 


{r 


الصحيحة 2,٠٠٠‏ ,1 ,0 فقط بعملية القيم العددية الصحيحة  integer-valued‏ 
process‏ عملية القيم العددية الصحيحة المهمة بصورة خاصة هي عملية 


بواسوت . 


الشكل .1.8 دالة عينة نموذجية لعملية بواسون (0 < 4 ,(7۷)0) بمعدل هتوسط 1 = « في وحدة الزمن 


يقال ان عملية القيم العددية الصحبحة (0 </,(17/)00 2 عبارة عن عملية 
بواسون . بمعدل متوسط ر اوكثافة واادممامة ) اذا تحققت الافتراضات 
)N)0,1<©(  )(‏ لها تزايد مستقل ثابت 
(1) لاي زمنين ه .۲ عندها 4 > م يكون العدد 7-38 
تعدد مرات وقوع الحوادث في الفاصلة : الى 4 موزعا حسب توزيع بواسون 
بمتوسط يساوي (م «)٤‏ 
وهكذ! فان 
“اله جلا og‏ = ريز = PIN(D —N()‏ 


)3.6( ا 
(O) —N(S)] = (t~ 8). (37)‏ لا ]مولا HIND —N(8)l= v(t— s8),‏ 


٤٤ 


من المعاد لة 7 يتبين ان « يمثل معدل متوسط وقوع الحواد ث في 
وحدة الزمن . 

توجد عدة مجموعات من الافتراضات العامة المؤدية للحصول على عملية بواسون 
تجد هذه الافتراضات في الفصل الرابع . تظهر الشروط المطلوب تحقيقها من قبل عملية 
القيم العد دية الصحيحة لكي تكون عملية بواسون بكثرة . يقالان وقوع الحوادث التي 
لها دالة عدا .)1 عبارة عن عملية بواسون يكون حسب عملية بواسون بمعد ل متوسط 
اوتكون من نوع بواسون بكثافة « . 

مثال 3۸ 


اضمحلال الفاعلية الاشعاعية : Radioactive decay‏ 


تفترض جميع نظربات اضمحلال الفاعلية الاشعاعية الحديثة ان المجموعة النووية 
في عنصر معين تكون متمائلة > مستقلة › ولها احتمالات اضمحلال متساوية في وحدة 
الزمن. نستنتج من ذ للك ان انبعاث الطاقة الاشعاعية من مصد راشعاعي يعبرعنها بحوادث 
العد وانها عبارة عن عملية بواسون . مثال يحقق بالتجربة صحة الحقيقة القائلة بان عملية 
بواسون ملائمة لوصف اضمحلال الفاعلية الاشعاعية نجده في كتاب ايفان [ 1955 ] 
ص 777 
مثال 38 
الضوضاء الطلقية في الصمامات الالكترونية : 

Skot noise in electron tubes. 

التشويش الحاصل في المكبرات الالكترونية والاجهزة والذي يكون محد ودا طبيعياً 
من جراء نرددات التيارفي مثل هذه الاجهزة ؛ وهذا مايسمى بالضوضاء 70156 احد 
مصادر الضوضاء في الصمامات المفرغة هو الضوضاء الطليقة المتسبب نتيجة لانطلاق › 
الالكترونات العشوائي من الكاثود المسخن . نفترض ان الفرق الكامن بين الكاثود والانود 
يكون كبيراً جداً وبذ لك ستكون سرعة الالكترونات المنبعئة من الكالود عالية بحيث › 
لابحصل تجمع للالكترونات بين الكاثود والانود ( وبذلك لايوجد فضاء مشحون ) . 
نستطيع ان نثبت ان انبعاث الالكترونات من الكانود عبارة عن حوادث من نوع بواسون 
(راجع Root‏ و Davenport‏ سنة [ 1958 ] ص 112 الى 119 ) وهكذا فان عد د 
الالكترونات المنبعئة من الكائود خلال فترة زمنية طولها ا يتيع قانون احتمال بمعلم ار 
حيث « عبارة عن معدل متوسط انبعاث الالكترونات من الكاثود . . 


f 


مئال 36 
عطب المكائن : Machine failures‏ 


آنل جهازا ما ونال نان تريغ اوم كنة ) يستعمل الى أن يتوقف عن العمل ثم 
يتم تصليحه (اي يجد د ) اويستبدل بجهاز اخرص نفس النوع . يفترض عم رالجهاز 
( طول المدة الزمنية التي يستعمل فبها الجهاز الى ان يتوقضعن العمل ان يكون متغيراً 
عشوائياً 7 ان اعمار الاجهزة المتعاقبة 1,٠٠٠‏ ,1,۰۰۰ 7 يفترض ان تكون 
متغيرات عشوائية مستقلة متماثلة التوزيع كالنغير ٣‏ عندما0 < 4 افرض ان (28/0 
عبارة عن عد د الاجهزة التي توقفت عن العمل في الفاصلة صفرالى ؛ اذاكان عمر 
الجهاز موزعاً اسيا فاننا نستطيع ان نثبت ان © <:,417)0 عبارة عن عملية 
بواسون . البتنافي الحقيقة في الفصلين الرابع والخامس ان ' (0 <ا,N)0])‏ عبارة 
عن عملية بواسون اذا كان عمر الجهاز موزعاً توزيعاً اسيا والعكس صحيح . 

امثلة اخخرى حول حواد ث من نوع بواسون واساليب معرفتها ان كانت عبارة عن 
عملية بواسوت نجد ذلك في كتاب ديفز (1952) 


Poisson processes in space : عملیات بواسون فی الفضاء‎ 


عند القيام بتطوبر نظريات توزيسع انظمة الكواكب اوتوزيع مراكز المجتمعات 
:( الحيوانات ؛ الاوبئة » الخ ) فانه من المناسب اعتبار مراكز الكراكب والمجتمعسات 
عبارة عن نقاط موزعة في الفضاء . 


تأمل مجموعة من النقاط الموزعة في الفضاء 5 حيث 8 عبارة عن فضاء اقليدس 
صهءة نم1 ذي بعد1 <2 . نفرض ان )7 ولكل منطقة 2 عائدة الى 
5 تمثل عد د النقاط ( محد ودة اوغيرمحد ودة ) الموجودة في النقطة بقال ان 
مجموعة النقاط موزعة حسب ميكانيكية تصاد فية اذاكان (77)5 متغيراً عشوائياً لكل 


منطقة ۳ ( مقاسة ) عائدة الى 8 . يقال ان مجموعة النقاط عبارة عن نوع بواسون 
اوإنها موزعة حسب عملية بواسون بكثافة « اذا تحققت الافتراضات الا : 
{Ù‏ اعد اد النقاط فى المناطق غير المشتركة عبارة عن متغيرات عضشوائية بد فة اكشرء 
تكون المنغيرات العشوافية (,1/)2 )۳(,٠٠٠,‏ مسقلة لاي منطقة من المناطق 
Ei Rs, **', Bn‏ غير المشتركة ولكل عدد صحيح . 


٤٦ 


(أ) (8)[ عبارة عن توزيع بواسون بمتوسط (7)۸ء لكل منطقة ذات 
حجم محدود ؛ حيث (۲)۸ تمثل ( عبارة عن ¿ بعد من ابعاد اقليدس ) حجم 
المنطقة © , 

مشال 82 


التوزيع الفضائي للنباتات وللحيوانات ( علم التبيوء ) 
Spatial distribution of plants and animals (ecology).‏ 
توصف توزيعات الحيوانات والنباتات في الفضاء بعمليات بواسون وبعمليات بواسون 
العمومية ( المعرفة في البند 4-2 )٠‏ . وصف اسكيمان في سنة :195) ذلك جيداً : 
تامل وجود قطعة ارض واسعة كانت عبارة عن بحيرة ضحلة وجفت مياهها حد يثا ولازالت 
ارض تلك المنطقة غرينية ومكشوفة لضوء الشمس وللرياح . نامل ايضا وجود بذ ور طائرة 
تحملها الرياح تعود لنوع هن انواع النباتات التي ستكسو تلك المنطقة . تم تقسيم قطعة 
الارض الى اربعة اقسام مربعة وان عد د البذ ور الساقطة في الريع المربع الواحد من الارض 
عبارة عن متغير من نوع بواسون وان احتمال سقوط البذرة في الربع المربع صغير جداً 
اذا كان توزيع البذور في المنطقة حسب عملية بواسون بمعدل متوسط م في وحدة 
المساحة فان لعد د البذور في المنطقة ذات المساحة كر توزيع بواسون بحتوسط 2 
لتوضيح فائدة عملية براسون في الفضاء تد رس النظرية الآئية : 


نظرية : 54 


توزيع الجار الاقرب للجزيئات التي لها توزيع بواسون في القضاء 


Distribution of the nearest neighbor in a Poisson distribution of 
particles in space. 


() اذا كانت الجزيئات موزعة في مستوى معين حسب عملية بواسون بمعدل متوسط 
«في وحدة المساحة . وكانت 7 عبارة عن المسافة بين جزيئة ما واقرب جزيتة مجاور لها 
فان 72س موزعة حسب التوزيع الاسي بمتوسط يساوي 1 .() اذا كانت الجريثات 
موزعة في فضاء ذي ثلاثة ابعاد حسب عملية بواسون بمعدل متوسط « في وحد ة الحجوم 
وكانت عبارة عن المسافة بين الجزيئة واقرب جزيئة مجاور لها فان “4/1 . 
موزعة حسب توزيع الاسي بمتوسط يساوي 1 وهكذا في 0 < + 


4۷ 


Savi} . (3.8)‏ حأ رجن “اسيك = fr()‏ 


ملاحظة : تؤدي العادلة 3.5 دوراً مهماً في الفيزياء الفلكية عند القيام بتحليل القوة 
المزثرة على كوكب ما في النظام المجرى ( راجع  IHS] aie Chandrasekhar‏ 
ص 72 ) 
البرهان : 

نبرهن بصورة واضحة التعبير (1) فقط . لإحظ اولا ان دون < :]7 . 
عبارة عن احتمال عدم احتواء الد ائرة ذات نصف القطر ٠2‏ إ/) على ايز جزيئة اي 
نحتوي عل صفر هن الجزيئات ان احجمال احتواء الدائرة ذات المساحة 4 عل صفر 
جزيئة يساوي *-م بما ان للدائرة التي لها نصف قطر يساوي *“ إسو/يو) 
مساحة تساوي «/1 نستنتج هن ذلك ان : 

|[ > اانا 


وهذا يؤدي الى الحصول على النتيجة المطلوبة . 


 نيرامتلا‎ 


جد حلا للتماربن 3.1 الى 3.9 وددلك من خلال تعريف العملية التصادفية 
(0 <۲ ,۷)9 :ذات التزايد المستقل الثابت بدلالة صياغة المشكلة . 

1 اذاكان معدل وصول الزبائن : زبون في الد قبقة فما هواحتمال وصول عد د من 
الزبائن خلال د قيقتين يساوي () و زبائن (1) اواقل (زنن) 8 او 
اكثرمن 1 02 اقل من 1 

2 اذا کان معدل وصول الزبائن 2 زبون في الدقيقة فما هواحتمال وصول عد د 
من الزبائن . خلال كل دقيقة في الفترتين غير المشتركتين حيث طول كل فترة 2 
دقيقة » يساوى () 3 زبائن (1) 3 او ل( 3اواكثر؟ 

3 اذاكان معدل وصول الزبائن 2 زبون في الدقيقة » اوجد () متوسط عدد 
الزبائن في فترة ذات طول 5 دقائق (1) تباين عد د الزبائن في فترة طولها 
5 دقيقة (3) احتمال وجود في الاقل زبون واحد في فترة طولها 5 
دقائق . 

3 


3.4 


3.5 


3.6 


3.7 
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عطب اجزاء ضرورية معينة لتشغيل ماكنة يكون حسب عملية بواسون بمعدل ! 
کل ة اسابيع . اذا علمت بوجود 2 جزءكا حتياط في المخزن وان الطلبية الجديدة, 
ستصل بعد 9 اسابيع ماهو احتمال توقف الانتاح خلال الاسابيع التسعة القاد مة 
دة اسبوع واحد اواكثر نتبجة عدم توفر الاجزاء الاحتياطية ؟ 
ماهو احتمال بقاء خزين متكون من 4 وحدات من بضاعة معينة مدة اقل من 
بوم واحد اذا علمت ان البيعات ستكون عبارة عن () عملية بواسون بمتوسط | 
طلب يومي 4 وحدات (1) عملية بواسون بمتوسط عبارة عن متغير عشوائي 
يساوي 5 4 ,3 باحتمالاات 0.25 ,0.50 ,0.23 على اللترتيب ؟ 
وصول الزبائن الى بائع صحف معين يكون حسب قانون احتمال بواسون بمعدل 
زبون واحد في الد قيقة . فما هو احتمال ذهاب 5 دقائق منذ () وصول الزبون 
الاخير اليه (:) بين وصول الزبون القادم والزبون الاخير الذي وصل البه ؟ 
وصول زبائن بائع الصخف يكون حسب عماية بواسون . بمعدل متوسط < 
زبون في الدقيقة . () اوجد الاحتمال الشرطي لعدم وصول زبائن خلال 
الد قيقتين القادمتين . اذا علمت بوصول زبون واحد او اكثر خلال الد قيقتين 
الماضيتين . (:) غالبا مايقوم بائع الصحف باجراء المراهنة الاتية - بدفع الى 
منافسة مبلغ $1 اذا لم يصل الزبون القاد م خلال دقيقة واحدة . اما من جانب 
اخر فان المنافس سيد فع لبائع الصحف 58 ماهي القيمة المتوقعة لارباح بانع 
الصحف من هذه المراهية ؟ 
تتم مشاهدة مصدر مشع خلال اربع فواصل زمنية غبر مشتركة طول كل منها ا 
ثانية . تحسب عد د الجزيئات المبعنة خلال كل فاصلة اذا اتبع انبعاث الجزيئات 
قانون احتمال بواسون بمعدل 0.5 ججزيثة منبعثة في الثانية . اوجد احتمال 
احتساب () 3 اواكثرمن الجزيتات في كل من الفواصل الزمنية الاريع (11) 
اواكثر من الجزيئات في فاصلة واحدة على الاقل من الفواصل الزمنية الاربع . 


9 تأمل عد د حوادث الانتحارفي مد بنة معيئة حيث بحد ث الانتحار بمعد ل متوسط 


د في الاسبوع . 


() اوجد احتمال حدوث حالات انتحار او اكثر في الاسبوع في المديلة (ن 


م ۽ العملبات النصادفة 


اوجد عدد الاسايع المتوقعة خلال السنة التي تحدث فيها عملية انتحار اشخاص 
اواكثر؟ () هلستجدذلك غريبا اذا علمت بوجود على الاقل 2 اسبوع قد 


4۹ 


1 ددنت فيه عملية انتحار 6 اشخاص ار اکر ؟ (1) اذا علمت ان الاخبار عن‎ ٠ 
حوادث الانتحار يكون حادنة واحدة لكل حادثتين ماهو احتمال الاخبار عمسن‎ 
حاد ثتبن اواكثر خلال الاسبوع ؟‎ 
54 برهن التعبير (::) من النظرية‎ 0 
اوجد دالة كنافة الاحتمال لتوزيع الجزيئة القريبة المجاورة في توزيع بواسون‎ 1 
للجزيئات في فضاء ,يوكليدن ذي الابعاد ي‎ 
البت ان متوسط المسافة 2)7 بين جزيئة واقرب جزيئة مجاورة لها بين مجموعة‎ 2 
5 من الجزيئات الموزعة عشوائيا ففي فضاء ذي ثلانة ابعاد‎ 
8]7[- (È) 06 ندر 0,554 = للدي‎ 
4r’ ١3 1 
. « تأمل حوادث تقع ضمن الفاصلة  - الى » حسب عملية بواسون بكثافة‎ 6.1 
عبارة عن المدة الزمنية منذ وقوع الحادثة الاخيرة قبل‎ ١ < لكل0‎ ٠٠١ افرض ان‎ 
الزمن ؛ الى / افرض أن ,7 عبارة عن المدة الزمنية من ؛ الى وقوع اول حادثة‎ 
+۷. ۷١ بعد ؛ اوجد دالتي كنافة احتمال‎ 
نفرضص 47.1 عبارة عن تتابع من المتغيرات العشوائية المستقلة المتمائلة التوزيع‎ 4 
بمتوسط يساوي 1 عندما 0 <) عرفا 320 لتكون العد د الصحيح‎ 
الذي بحقق‎ 
TF لإ و7‎ H+ Tra SE < Ti HF Ta FF Ter f 
. « ابت ان (4)/0(,/<0 عبارة عن عملية بواسون بمعدل متوسط‎ 


ملاحظة : تبرهن هذه العبارة في النظربة :21 في الفصل 5 
5 برهن تحقق صحة العادلة 3.4 تلميح : تحقق الدالة إ[0) ar]‏ =( * 
المعاد لة التالية : 
f(t + ta) = f(t) + f(t)‏ 


وقد تمت مناقشة هدذ ه الحالة في البند 4-1 
6 ففرض :0 <).()×+: عبارة عن عملية بواسون . اثبت ان 


كلما و ف 2 0 yk‏ للك 9 


في ضوء النتيجة اعلاه هل يمكنك اعتبار +/()× تقديراً مقبولاً للمعلم , 


غلى اساس مشاهدة العملية ()× ضمن الفاصلة 0 ای f‏ ¢ 
7 مجموع عمليتين لبواسون مستقلتين عبارة عن عملية بواسون : نفرض )١,0(‏ 


3.18 
3.19 
3.20 


3.21 
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٤ 2 0,٤ < 0(‏ ,۸)0) عبارة عبارة عن عمليتين لبواسون مستقلتين بمعدل متوسط 
١‏ على التوالي ٠مثلا‏ ۷:0 يمثل عد د المصابيح الكهربائية المستبدلة 
في دائرة معينة رانف 8/20 تمثل عدد المصابيح الكهربائية المستبدلة 
في دائرة ثانية . أكتب : 

0), 1 < o} N(D = Nı(D) + 80:)0( 


عبارة عن عملية بواسون بمعدل مو مط 2 ا رب ع بر تأمل العملية التصادفية 


)×)0,٤ < ©‏ في التمارين 3.18 الى 3.21 والمعزفة كما بلسي 


XO= XO) =X, ؛‎ <0 


حيث ان (0 < ٤ > 0(, )¥,)0, ٤‏ ,0(ءX{‏ عبارة عن عمليتين لبواسون مستقلتين 
بيعدن متوسط ١١ء٠٠«‏ على الترتيب عثلا 31:00 تمثل عدد سيارات الاجرة 


في ساحة انتظار المسافرين ( في الزمن / في محطة قطار معيئة ) بينما ()ء× 


تمثل عد د المسافرين في صف الانتظار في المحطة .ان 300 - )را = (20 
تمثل بقية سيارات الاجرة الزائدة ( التي يمكن ان تكون سالبة ) . 
ابت ان ل 0١‏ <4#00,2 ترادا مستقلاً ثابناً . 
ابت ان 0 </.4#00 ليست بعملية بواسون 
اوجد = X(s)‏ — وام عندها ‏ £2,0۰0 ,±1 ,0= 


اوجد [) > |( | م غبا .لكل عدد حقبقي » 
استنتج ان القيمة المطلقة لريادة عدد سيارات الاجرة على عدد المسافيين 


ستزداد بصورة غير محدودة مع مروز الزمن . 


العمليات ذات القيمتين : TWO-YALUED PROCESSES‏ 


تؤدي المغيراتٍ العشوائية التي تأخذ قبمتين فقط مثل النجاج اوافغل في النظرية 
الاحتمالية دورا مهما . ركذ لك ستكون العمليات التصادفية التي تأخذ قيمتين مهمة وان 


۹ 


هذين القيمتين قد تكون عددين حقيقين 4 , 9 بطلق على مثل هذه العملية بالعملية 
ذات القيمتين والرسم الخالي لدالة عينة عملية ذات قيمتين في الشكل 1.4 


الشكل 1.4 دالة عينة للاشارة التلغرافية المشوائية ‏ [0 < 4 ,(۸)4) 


تسمى العملية ذات القيمتين (0 < ,14100 التي تأخذ القيم الممكنة 1,1 
بالعملية واحد - ناقص واحد .من الواضح اذا كانت ()× عبارة عن عملية 
واحد - ناقص - واحد فان 
)4.1( وبر اھ2 
عبارة عن عملية ذات قوميتين وتكون قيمتها الممكنة 4 8 

نستطيع ان نمثل العملية واحد - ناقص واحد 0١‏ <1)300,1 كما يني : 
نعرف 0 = (۸)0 افرض .٠)(‏ عندما 0 < ا عدد مرات تبديل قيمة العملية واحد 
ناقص 2 واحد (.)× في الفترة الزمية [,0) تسمى العملية (0 < ؛,)١)‏ 
بعملية الحد للعملية واحيدل ناقص واحد وهكذا فان 
X(0)(- 10*67 )4.2(‏ = 1600 
حيث (3)0 عبارة عن القيمة الابتدائية للعملية واحد - ناقص واحد . 

اذا كانت (0 )×)0(,١<‏ عبارة عن عملية بواسون فيطلق على العملية 
)N)0, 1 < 0(‏ بالاشارة التلغرافية العشوائية random telegraph signal‏ 
بصورة ادق يطلق على العملية التصاد فية +0 < ؛ ,)21.1 بالاشارة التلغرافية العشوائية 
اذا كانت قيمتها () 1 ,1 على التوالي (11) ازمنة تبديل قيم العملية موزعة حسب 
or‏ 


ترزيع عملية بواسون (0 <77)(,4) بمعدل متوسط , القبمة الابتدائية (0)× 
عبارة عن متغير عشوائي مستقل عن عملية بواسون (0 < ؛ ,2/)0) 
بحيث يكون 
P[X(0) = 1[ > P[X(0) = - 1] =}. (4.3)‏ 
بالامكان نسبيا تكوين وسيلة فيزيائية لتوليد الاشارة التلغرافية العشوائية الشكل 5.! 


يمثل مخطط الوسيلة المعطاة . تؤدي الاشارات التلغرافية العشوائية دورا مهما قي تكوين 
مولد ات الاشارة العشوائية ( راجع اب Fuller ı Wonham‏ ]1958[ ) . 


اشارة نلغرافية 
عشوائية 


الشكل 1.5 شكل تخطيطي لوئد الاشارة التلغرافية العشوائية 


نظرية : 4۸ 


نفرض (0 < ؛ ,)۸ عبارة عن عملية تصاد فية ذات قيمتين عد د يتين صحيحتين 
بتزايد مستقل . عندما 0 < ) افرض 

X() = ¥ (0) ( 1)" (4.4)‏ 
حيث (0)× القيمة الابتدائية المختارة بصورة مستقلة عن العملية ‏ (0 < 4 )N)0,‏ 


وباحتمال متساو لان تكون ا :1- ان (0 < ,(0)) عيارة عن عملية واحد - ناقص - 
واحد بدالة خاصية ذات بعدين 


Pree. Xt) (1, a) = COS عه‎ COS ونه‎ — K (ty fo) xin tt, SÎN tts, (4.5) 


ینماد > !يعرف مايل 


K(k, te) = PIN (tt) — N (f) qs ]— PIN (t,) — N (tı) فيدي‎ [ 
ص‎ Pe KT} (4.6) 


or 


e 


7 


ملاحظة : 
بما ان 1 - > *» فان لكل متغير عشوائي 37 ذي قيمتين عد ديتين صحيحتين 
يكون 


له = (DPN‏ =1 فردي رام -[ نيجي. بلاط 


=< e" PIN = n] = Efe *]= o, (7). (4.7) 


في حالة ب بواسون ` (0 > (NO,‏ بكثافة 
نامع )”يم ے (قا ري :دريو برك 


بحيس 


K (byt) = Pe aya) (7) = grat, (4.8) 


البرهان : نلاحظ ارلا في حالة (.) > ,2) 
PIX (4) = 1[‏ 
[ فيدي 1]P[N (f)‏ سح PIX(0) = NPIN(G) gi J+ P[X(0)‏ = 
,4ع ([ فردي (4) ]۶ +[ نجي {۶]N)4(‏ ‡ = 
بنفس الطريقة 1/2 = [1 - = ()) ]م بحيث (را)× يساوي 1 1 
اذن 
[ شع N(4)—N()‏ + 1ع PIX()= 1, X(4) = 1[ > PIX()‏ ح وريم 
١‏ نجي }P[N (f) — N (fı)‏ = 


بنفس الطريقة 
X(4) = -1[ = }P[N () - N (4) qai J,‏ ,1 ع )( ]اط ح وج 


pı,-1= P[X (4) = 1, X(t) =— 1] = }PIN (4) - N (4) qaj ], 
رع‎ = PX (4) = — 1, X(k) = 1] = PIN فرذي (0) 37 - من‎ 7. 


وا و e‏ ل رو عد ( وار زو يج ر 
ی ا 
و 1م 5 + ب د gt‏ + 


N (e) a [‏ ب (a)‏ ]طون + cos (wı‏ = کیا 
.]1 فردي cos. (#1 > us) PIN (ta) = N (th)‏ + 
و9 9 


نحصل عل النتيجة المطلوبة لان 
sin «a‏ رغة cos u; cos «2F sin‏ = (ون عل ري)ومه 


طربقة اخرى لتمثيل العملية ذات القيمتين بدلالة الزمن بين تبديل القيم . تفرضس 


{X(D, t >-0}‏ عبارة عن عملية صفر - واحد ( اي العملية التصاد فية التي 
تأخذ القيم صفرء 1 فقط ) 
مثال : ه4 


نموذج لنظام تعويل ,îlîtۆrelia A model for system‏ 
بيه د 


تأمل نظاماً يكون في احد ى الحالتين حالةالعمل”دده"'او حالة التوقف” اه" يشتغل 
الجهاز لفترة عشوائية قبل عطبه اذا كان في حالة :عمل » وسينوقض لفترة عشوائية قبل 
تصليحه اذا كان في حالة ؛ توقف» . نفرض ان ()× تساوي 1 او صفرا حسب کون 
الجهاز في حالة «عمل » اوحالة توقف في الزمن/ . 
مثال 48 
نموذج للضوضاء في شبه الموصل المتكونة نتيجة للمصايد الالكترونية 
A model for semi-conductor noise produced by electron “traps,”‏ 


يقال ان الالكترون المتحرك في شبه الموصل يكون في حالة طاقة اوحالة مقيدة . يفترض 
في الالكترون ان يكون بصورة طليقة لفترة زمنية عشوائية موزعة حسب التوزيع الاسي 
بمتوسط ./1 ومن ثم في حالة مقيدة لمدة زمنية عشوائية موزعة اسيا وبمتوسط 
نعرف ()× لتكون 1 او صفرا حسب كون الالكترون طلقا او مقيدا في الزمن ۽ . 
( راجع [1954] upاطءو1‏ ) للحصول: على صيغة اخرى لنموذج الضوضاء في شبه 
الموصل ). 3 
نفترض بعض الافتراضات المطلوبة حول الحركة الزمنية بين تبديل القيم وذ لك 
لكي تتم دراسة خصائص عملية الصفر - واحد الموصوفة في المثالين 4۸ , 48 ان 
الافتراضات الاتية تكون في يعض الاحيان معقولة : 
() الازمنة بين تبديل القيم عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة. 
(:) الزمن المستغرق للتبديل من صفر الى 1 موزع حسب المتغير العشوائي ن وان الزمن 
المستغرق للتبديل من 1 الى صفر وزع حسب المتغير العشوائي ۷ 


۵ة 


تهمنا الخصائص الاتية في معظم تطبيقات عمليات الصفر- واحد . 
(ه) الاحتمالان 
)4.9( ]1 = 0) ]صم P[X() =0] and‏ 
لكون ()× في الزمن ؛ في كل من الحالتين الممكنتين 
() قانون احتمال نسبة الوقت )8 الذي تكون للعملية قيمة تساوي خلال الفاصلة 


صفر الى ؛ 
بعد تقديم مفهوم التكامل التصادفي ( راجع البند 3-3 ) ستمثل (8)0 على 
شكل التكامل الاتي : 

8(0) = / 000 )4.10( 


نحتاج في كثي رمن التطبيقات ان نعرف حركة عملية الصفر- واحد (0 < ؛ ,8)0) 
بعد ان تكون في حالة عمل لمدة زمنية طويلة عند ما تكون قيمة / كبيرة ) باستخد ام 
نظريات الغاية من النظربة الأحتمالبة سنحصل على الاجوبة البسطة . 


نظرية : 8 


نفرض (0 < ,4200 عبارة عن عملية الصفر- واحد التي تحقق الافتراضات 
() » (نن اذاكات لكل من :7 ٠‏ 7 متوسطان محد ود ان وان 1 ۷ + ا توزيعاً مستمراً 


فان 
BT‏ الج - 0 = Ê PIX‏ 
E (4.11)‏ =1 عاط غ 


اذا كان لكل من ن ۰ 7 تباين محدود » فان النسبة ()8 دستره من صفر الى 
) التي تكون فيها للعملية قي قيمة تساوي 1 متقاربة بالتمائل مع التوزيع الطبيعي بمعني ان 
لكل عدد حقبقي د 


gy, )4.12(‏ 0ت ل ص -[ه > 0 - e‏ «هح ماق ب إم غم 


8٦ 


(7ا دو 
EIUT+ EV]?‏ ` 

a __ FV] Var[U] + EU] Var 

°° “{EUIFEVNT 19) 


برهان المعاد لة 4.11 في البند 5-3. اما برهان المعاد لة4.15فخارج نطاق هذا الكتاب 
(راجع ريني [1957] 36221 ) يعطي برهان النظرية ذات العلاقة في البنسد 6-10 


مشكلة المر ور بنقطة الصفر : The zero crossing problem‏ 


تظهر العمليات ذات القيمتين بطريقة ثالفة . نفرض (0 <2)0,1) عبارة عن 
عملية تصادفية ( مثل عملية وينر) يهمنا في هذا المجال تحديد احتمال عدداً لمرات 
اني تأخذ العملية التصادفية فبها قيمة تساوي صفراً في الفاصلة د الى ذ . اذ عرفنا 


X() =1 2(0) > 0 
= -1 2(0 < 0, (4.14) 


فان عدد هرات تبديل )× لقيمنها في الفاصلة © الى ( يساوي عدد مرات الصفر 
الذي تأخذه ()2 في هذه الفاصلة . إن المشكلة هي ابجاد قانون احتمال عد د اصفار 
العملية التصاد فية » اوعد د تبد بل قيمة العملية ذات القيمتين وان هذه المشكلة لازالت 
لم نجد لها حلاً ( المراجع التي تحتوي على بعض النتائج المعروفة هي 

Longuet-Higgins [1958], Mac- Fadden [1958], Slepian [1961]. 


كان هد فا في تقديم مفهوم العماية ذات القيمتين ذا هدفين . توضيح بعفس 
الاسئلة المهمة من جانب ومن جانب اخر حاولنا اعطاء فكرة عن انواع الاجوية المتوفرة . 
حتى ولوكان ذلك البرهان خارج نطاق هذا الكتاب . نامل باتباع مثل هذه الانواع من 
الطرق ان يكون القارىء قادرا على ايجاد حلول بعض التطبيقات العملية وايضا تأهيل 
-القارىء بالمعرفة الكافية للقيام بد راسات اخرى لنظرية العمايات التصادفية . 


ov 


U 
5 الفصل الثاني رر‎ 
03 : الاحتنال الشرطي نوق الشرطي‎ 


Conditional probability and 
conditional expectation 


للمفاهيم الاتية اهمية خاصة في نظرية العمليات التصادفية 
() الاحتمال الشرطي 
2 | ]م 
للحادثة 4 اذا علمنا ا : زت دالة التوزيع الشرطي 
P[Y > y| X=‏ ع ( | Fryx(y‏ 

متغير عشوائي ۲ اذا علمنا (قبمة) المتغير العشوائي 2 , (3) التوقع الشرطي | 

٠ EY |X = 2]‏ 
غير عشوائي ۲ اذا علمنا (قيمة) المتغير العشوائي × 
في حالة التعامل مع هذه المفاهيم نحتاج الى استخدآم رياضيات معقدة نقع خارج نطاق 
هذا الكتاب . من اجل دراسة نظرية العمليات التصاد فية يجب معرفة كيفية استخدام 


وتطبيق الاحتمالات الشرطية والتوقمات الشرطية . يؤهل هذا الفصل القارىء بمثل هذه 
الاساليب . 


[-1 القيم الشرطية للمتغيرات العشوائية المتقطعة : 
نعرف الاحتمال الشرطي [28 | 5]4 لحادئة 4 اذا علمنا حادثة 8 كما بلي : 
o,‏ > روزم ÊZÎ]‏ رما PIA‏ 


P[B] 
قيمة غير معرفة‎ ۶]8[=0. 


(1.1) 
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الطريقة الاعتيادية لتعريف الاحتمال الشرطي [د > | 4]م لحادثة 4 اذا 
علمنا ان ا [: = ×] تعني قيمة المتغير العشوائي المشاهدة × تساوي ند كما يلي 


[ه =× ,_حدوث مام 
د = ]دز 


لايمكن ان يكون التعريف اعلاه منطقياً عندما يكون المتغير العشوائي ر مستمرا 
لان في هذه الحالة [2 = ×] تساوي صفراً لجميع قيم:. اما في حالة المغير المتقطع 
فان التعريف [# = × | 2]4 في المعاد لة 1.2 سيكون مقبولاً لان المجموعة قيم × 
المسماة . في0 < [: = ]ص احتمال يساوي 1 لاحتوائها على قيمة × المشاهدة . نعرف 
[ند = ل | 4] لاعداد 2 الحقيقية فقط ولتي تظهر كقيم مشاهدة ل ± 


تعرف دالة التوزيع الشرطي (١٠١)ج,م”‏ لمتغير عشوائي × اذ اعلمنا قيمة المتغير 
ادوا المقطم 3 كما يلي 


رون = 1 كا + = ¥ | P[Y < y‏ = زه | وموم 


PA | X= 2]= if هع درم‎ >0, (12) 


0 > ]2 = يرام 
يعرف المتوسط ‏ الشرطي . اذا كان نه = × بانه متوسط دالة التوزيع الشرطي 
(#|۰)»٠ء۴‏ نكتب المتوسط الشرطي بالرموز على شكل تكامل ستلجز : 


EY |X =a] = f? يناع مله بن‎ | ( 
> 2 أم‎ +1 - 
- سن‎ È lÊ <Y < | 4 - 


Kamm‏ ووم و 


نستطيع تعريف دالة كتلة احتمال × الشرطي . اذا كان ۲ معلوما . وان × . ۲ 


متغي ران منقطعان مشتركان كما يلي . 
)4( ال 


2 )z( 


اذا كانت بد بحيث 0 < (ه)+م فان العلاقةبين دالة كتلة الاتصال الشرطي ودالة 
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اتوزيع الشرطي كما بلي : 


(1.5) )2 | “1 جر سرض > ها اعم 
OV jy j‏ 


لكي تبرهن المعاد لة 1.5 سنستخد م ما يلي : 


PY <y and X= زم‎ > P2 Px y2). 
يكنب توقع ¥ المشروط اذا علمنا ا على ضوء المعاد لتين 1.3 ,1.5 وفي حال‎ 
: التغبرين العشوائيين بن المتقطعين المشتركين × ,ل( (عندما 0 < (نت)جم) كما يلي‎ 


EYIX=rl= 2, ارم ا‎ | ت0١‎ (1.6) 
ovnr y 


قبل ان نعرف مفاهيم التوزيعات الشرطية والتوقعات الشرطبة للمتغيرات العشوائية .غير 
المتقطعة .دعلا نوصح استخد ام هذه المفاهيم . 


لفهوم النوقع الشرطي . استخد امان رئيسان .اولا يؤدي دورا مهماً في الاجابة على 
كثير من مشاكل التنبؤ وبصورة عامة في تحليل السلاسل الزمنية وفي نظرية اتخاذ القرارات 
الاحصائية ثانا : تكمن اهميته' في توفير الاساليب المطلوبة لتحليل المتغيرات العشوائية 
التابعة في سلسلة من الخطوات .تاتي اهمية التوقع الشرطي من الخصائص الاسامية 
الثلاث المبينة في النظربة 1١‏ ( والتي سنذكرها بصورة مفصلة «بالرغم من برهتهسا في 
حالة المتغيرات العشوائة المتقطعة المشتركة فقط .) 


نظرية : 1۸ 
خواص التوقع الشرطي الثلاث الرئيسية : 


نفرض × [عبارة عن متغيرين عشوائيين موزعين توزيعا مشتركا وان (/0)2.1 
عبارة عن دالة ذات متغيرين .نفترض أن [75]17 محدود وان × متقطع .افرض ان 
[د = × | :811 نمثل توقع 1 الشرطي اذا علمت ان + (١=‏ يعرف هذا المفهوم في 
حالة المنغيرات العشوائية المتقطعة المشتركة المعادلة 1.0 وبصورة عامة يعرف من البند 


22 )ل)ات. 5 


5١ 


(e); (1.7)‏ رم[ = EY |X‏ 2 جافات 


بعبارة ثانية يمكن الحصولءعل متوسط 7 غيرالمشروط من خلال معرفة توقع × المشروط 
اذا علمنا () .”7 لجميع قيم : في حالة0 > Px(z)‏ 


ز1.8) اذا كا نكل من × ۲١‏ مستقلين [8]۲ = [نه ع E]۲|×X‏ 


بعبارة اخرى » التوقع الشرطي [بد ‏ × | ]5 لابعتمد على 2 ويساوي المتوسط غير 
الشرطي [(5] اذا كان × ؛ ۲ مستقلين (11ة) لجميع قيم ± بحيث يكون 


Px) > 0 


E{g(X,F) |X = +] = E[g(z, FY) | ¥ = 2] (1.9) 


لاي دالة (. ,)و بحيث يكون النوقع [(۲,×)و]# ذوقيمة حقيقية. 

للتعبير عن المعادلة 1.9 نفرض: ان =g¥)°’ U=g(X,Y)‏ 
وانإ( ار )ع عبارة عن متغير عشوائي دالة ( عزو ۲ بينما (بار)ع 
عبارة عن دالة ۲ فقط ر لاي عدد حقيقي معلوم ± ) 
E LS GH‏ = ج يساوي 57 
الشرطي | ۲ اذا علمنا ان X=‏ 


البرهان : 


نبرهن المعادلات 1.7 الى 1.9 للمتغيرات العشوائية المتقطعة المشتركة × 8 قط 
لكي نبرهن معاد له 1.7 ذنكتب 


EY] O2 2 oz yD 
= 2 ار 2 )م‎ #( (1.10) 
ارك‎ pPx(OE{Y |X =— 2]. 


نحقق صحة المعادلة 1.8 باستخد ام المعادلة 1.6 والحقيقة الاتية وهي ان لجميع 
قم بر بحيث0 < (2)+ 2 يكون 


بف 


(1.11) عندما × . ۲ مستقلين py(g)‏ =2 | وعدم ` 
لكي نبرهن معادلة 1.9 لاحظ ان 


PU=uX=a»]= 7} ؟‎ Pr. yz), (1.12) 
tint GF =u 
P[V =e, X=: = 2 Py yy). (1.13) 


over j اأعراة‎ 
that gr =o 


وعل هذا الاساس فان لجميع الاعداد الحقيقية + +2 بحيث0 < )يدم 


فان 
Py x(t l= Py, | =), (1.14(‏ 
BU\X=s= D upg! )= I up, lel 2)= EV |X =a,‏ 
)1.15( بم 
وهو المطلوب اثباته 


يجب ان نلاحظ ان مفهوم الاحتمال الشرطي عبارة عن حالة خاصة فهرم التوقع 
الشرطي . اذا أعطيت حادثة 4 والتيهي عبارة عن مجموعة جزئبة لفضاء عينة وصفي 
8 . تعرف دالة الدليل ,2 للحادثة 4. ضمن ل كما يلي : 


I4(s) = | if s belongs to 4, (1.16) 
= 0 if s does not belong to 4. 


نحقق مايلي بسهولة : 
(1.17) قد نز فاه نع عر Ela SAMUS‏ 
وهكذا نحصل من النظرية 1۸ على النتائج الممنخدمة بصورة متكررة . 
النظرية 1 
الخواص الاساسية الثلاث للاحتمالات الشرطية : 
لكل حاد ثة اء لكل متغيرين عشوائيين ١,‏ لكل دالة ١‏ ولكل عجموعنة 18 
PA £ = r[ «> )( (1.18‏ ,2 -إمام ٤‏ 


over r 


۳ 


P[Y isin B|X = +] = P[Y is in 8( 1 )1.19( 


. اذاكان ×۲۰ مستقلين‎ 
P[g(X,F) is in 8 |X = زد‎ = P[g(z,Y) isin B|X - (1.20) 


نوضح في الخالين 1۸ ,113 استخدام النظريتين 1,6 , 1(8 وبنفس الوقت توضح 
استخد ام معاد لات الد وال مثل معاد لات الفرقة في حل مشاكل الاحتمال . 


مثا 14 


نفرض رمي قطعة نقرد 7 مرة مستقلة حيث ظهور الصورة تكون باحتمال 7 نفرض 
ان ,5 عد د مرات ظهور الصورة . اوجد الاحتمالي .۶ لكون العدد ,8 زوجياً . 


الحل : 


نجد حل هذه المشكلة وذلك بايجاد قانون الاحتمال للمتغير العشوائي 3 الذي 
سيكون ذا الحدين 


حيثم - 1 = ووهکد ا فان 


= (o) + (a) "+: 


(pF 4)" + (g4 — p7} 
{1 + م)‎ p)"}. 


طريقة ثانية لاأبجاد ,مر هي الحصول على معاد لة الفرق التي تحققها ,۲ نوضح اولا | 
الخطوات الرئيسية في المناقشة . تحد ث نتيجة ظهور عد د زوجي لحاد تة رمي قظعة النقود 
مرة في احدى الطريقتين : 
في الرمية الاولى نحصل على كتابة وفي التجارب (1 - «) الباقية نحصل على عدد 
زوجي من الصورة او في الرمية الاولى نحصل على صورة وفي التجارب (1 -:) الباقية 
نحصل على عدد فردي من الصورة وعلى هذا الاساس عندما 


P, = 1و‎ + p(1 — P,_ı) = (gq — طلم‎ -ı Fp, (1.21) 
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حيث = , ل باستعمال المكملة 14 فان حل المعاد لة الذي يكون كما بلي 
0 ا يكت 

P.= (4 E E | (gq ¬ (م‎ eT (1.22) 
= (1F (g— p)"). 


نوضح الان الاشتقاق الكامل للمعادلة 1.21 عندما 7 j=1, 2, ٠,‏ 
نفرض ,× يساوي 1 اوصفراً من نتيجة الرمية رقم / باستعمال المعاد لة 1.18 


نحصل عل 


[0 ]0۶ = × | زوجي ,قراط = [ زوجي ,۴]8 ,8 
1PX =1]. (1.23)‏ هم | زوجي PIS,‏ + 


من المعادلة 1.19 ,1.20 نستنتج 
| نوجي :× ٣]‏ = |ه - .35 اندي ر ]2 = [0 = ,× | زوجي 18 


)1.24( در = [زوجي ,]۲ > 
وبنفس الطريقة فان 
)1.25( .برط - 1 = إفردي,5]8 = [1 = ¥ | زوجي ,۲]5 
من المعاد لات 1.23 الى 1.25 نحصل على المعاد لة 1.21 
مال 18 


تأمل :: حالة من الحالات المستقلة لتجربة ذات احتمال نجاح يساوي 7 افرض ان 
,8" عد د مرات الحصول على نجاح في المحاولات *” 
ارجد [.5]ة 


الحل : 
بما ان عد د النجاحات ,3 في « في تجارب برنولي معروف باتباعه لقانون احتمال 
ذي الحدين › فان منوسط مبين في الصيغة التالية 00 
ش __ - Ny Nk‏ 
وام () ES. = 3k‏ 


نوضح الان كيفية ايجاد [,5]5 باستعمال معادلات الفرق . 


مه العمليات التصاد فية 


نوضح ذلك كما بلي . افرض ان [8]5 = ١‏ عبارة عن العدد المتوقع النجاحات 
في« تجربة من تجارب يرنولي لذلك ذان عد د النجاحات المتوقعة في التجارب (1 - ٠م‏ 
. بعدما عدمنا ان التجارب الاو كانت تساوي: .ا اذا كانت التجربة الاولى نجاحاً 
فان م 14 = ج پینما اذا كانت التجربة الأولى فشلا فان ٠-١‏ = ہم اذن عندما 
فان 
FP. (1.26)‏ و7 gma = (p+ gma FF p=‏ + ررم + 7)1 = my,‏ 
ہما ان 2 = * فأن 0م bp = mF (RR — 1) p=‏ لل ma = ma,‏ 
بالامکان استخراج معاد لة الفرق 1.26 بصورة كاملة كما يلي . 
بد لالة المتوسطات الشرطية وقي المعاد لة 1.7 نكتب مايل 
)1.27( .]1 1126 حك | ES,‏ + ]0 = ]5 [ه = Xı‏ | .ق]8 = E[8,]‏ 
يمكن الان ان نستنتج المعاد لة 1.26 باستعمال الحقائق المبينة اد ناه 
E{(X + Xs + ۰۰.4+ XK | X1 =0]‏ ح [0 = E(Sn | Xı‏ 
BX») +۰۰۰ + E{X.] = B{Sa-J,‏ = 
X= 1‏ | ]ا ...+ BX + Xa‏ ح [1 ES, | X=‏ 
EX] = 14+ ES.‏ + ‘°° + ]نر + 1 = 


نوضح مفهوم استعمال الاحتمال الشرطي في نظرية العمليات التصادفية : من خلال 
دراسة خواص العملية التصاد فبة المتكونة من عملية بد واسون بواسطة الاختيار العشوائي 


وجود عملية بواسون عندما يكون الاختبار عشوائاً : 


من الجوانب المهمة لعملية بواسون هو وجودها عندما يكون الاختيار عشوائيا اذا 
كان حدوث الحوادث من نوع بواسون بافتراض عد م حساب جميع الحوادث حدوث 
كل حادثة يكون باحتمال م يتبين في نظربة ءا ان الحواد ث المحسوبة ( المعدودة ) لا تزال 
من نوع بواسون . 
نظرية : 10 

نفرض أن )3 عدد الحوادث من نوع بواسون التي تحدث في فترة طولها 
من صفر الى : عندما يكون 0 < ١‏ اذا كانت 8)١(‏ عملية بواسون بمعدل متوسط. 
515 
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« عندما يكون احتمال حاب الحادثة التي تحدث يساوي ص وان حساب حادنة 
يكون مستقلا عن حساب الحواد ثشالاخرى ويكون ايضا مستقلا عن العملبة(0 < ؛ ,37)0) 
اذا كانت ()14 عدد الحوادث المسجلة والمحسوبة ) في الفترة من صفر الى : فان 
(0 < ,)134 عبارة عن عملية بواسون ذات معلم 7ع م 
البرهان : 

من الواضح ان 71)١(‏ عبارة عن عملية لها تزايد مستقل . لاجل برهنة النظرية 
يجب ان نبرهن 


P[M (t) - f (g) = k] = g~ عا‎ 8} 


لاي زمن 0 < » < ولاي عدد صحيح ا 
اذا علمت بوقوع حاد ثةٍ في الفترة من 5 الى فان عدد الحواد ث١‏ المسجلة 
( المحسوبة ) تحقق قانون احتمال ذي الحدين 
(1.28( ناك ) = 1 |N(D—N(s) =n‏ ع PUNO M(O‏ 
بما ان ش 
gts EEF,‏ = زمرك (م) 37 - (ه) قاط 
فان 
E nk —v( ta) |) — 5‏ 
1 وي (a‏ 2 = زواع )8( M‏ - () قاط 
م چ ا تسر 
[p(t — 8)] 3 lps’‏ گا 


(n kb)! 
e 50)“ لماعم سس الي (مسل )سي‎ 
وهو المطلوب اثباته‎ 
10 : مغال‎ 
: العدد المعيب‎ 


نفرض وصول الجزيئات الى عداد كيجي :مهه معام حسب عملية 
بواسون بمعد ل متوسط + من وحدة الزمن . عداد كيجي يعمل بواسطة نظام تسجيل 
1¥ 


بحتوي على اد اة تعمل بصورة صحيحة باحتمال 7 نو انالك فان ایال تيل كل 
جزيتة تصل الى العد اد يساوي م نفرض M(‏ عد د الجزيئات المحسوبة في الفترة من 
صفر الى ؛ علماً بان 0 < 4 من ذ لأث يتبين أن( )14 عبارة عن عملية بواسون العددبة 
بمعد ل متوسط ورک ير 


مثال : (11 


Selective customers : اختبار الزيائن‎ 


اذا كان مرور الزبائن من امام حل حسب عملية بواسون بمعد ل متوسط , واذا کان 
احتمال دخول الزبون الواحد الى المحل م فان احتمال دخول الزبائن الى المحل يكون 7 
حسب عملية براسون وبمعدل متوسط رم 


مثال : 15 


علم التبيوء : Ecology‏ 


نفرض احتمال انبات جميع البذورالمذكورة في الال 32 في الفصل الاول يساوي 
م فقط , 
. يكون توزيع البذ ورالقابلة للانبات حسب عماية بواسون . 
اذا استخد منا النظرية 1٥‏ فان الشرط الضروري الواجب تحقيقه هو المعادلة 1.28 
فالتعريف المناسب للاختبارالعشوائي هوتحقيق صحة المعادلة 1.28 يتضحمن الخال 11١‏ 
في الفصل 5 عملية اختبار تبد وعشوائية لكنها لاتحقق المعادلة 1.28 . 
الكملات : 


14 حل معاد لة الفرق 


اثبت أنه اذا كان تتابع الاعداد ۶٠١٠٠0‏ يحقق معاد له الفرق 


jn ات‎ R= 2 3, ° (1.24) 


A 


حيث » كمية ثابتة معلومة فان 


Pa = "هرم‎ 1 nz 


م بين ان لمعاد لة الفرق Pa = apn-ı +Ù‏ الحل البين ادناه : 
b e 3‏ ك - 
(nı 6 TE e‏ = .ص 
a=],‏ ون + 15 مم = 


5١ ©‏ كميتان ٹابتتان 

ا سم اا انا و وق ١‏ 

تلميح : ابت انيم مج = د )يحقق المعاد له 1.29 

تمارين : 

1 ۲,۲ متغيران عشوائيان مستقلان من نوع بواسون . اثبت ان توزيع التغير × 
المشروط يكون حسب توزيع ذات الحدين اذا علمت قيمة 2+1 

2 اذاكان × موزعاً حسب توزيع بواسون < وات توزيع الشرطي عند ما يكون: 0-2 
عبارة عن توزيع ذات الحدين بالمعلمين ۸ ,م . برهن ان ۲ موزع حسب 
توزيع بواسون بمتوسط م۸ 

3 توزيع ذات الحدين وتوزيع عملية بواسون 1.لاي عملية لبواسوت (0 <:,(320) 
اثبت ان 


rwa=elxon=( (C=) 


4 توزيع ذات الحدين وتوزيع عملية بواسون 11 . اذاكانت 0 </,8:,0) ١‏ 
(0:< ,0ء عمليتين مستقلتين من نوعبواسون › بكثافة ,< وم على 
الترتيب قان لاي « > ۲ > 0 
برهن ان 

r] = (r'a‏ = لاوا + k | ND)‏ = ولام 
توكو د a‏ 
7F‏ سروس PTF‏ 

5 اعد حل التمرين 38 في الفصل الاول وفقا لافتراض كون نظام العدادات معياً 

وانه يسجل الجزيئة باحتمال 2/8 فقط . 
4 


6 يسجل كل شعاع واصل الى عد اد كيجر باحتمال 1/3نفرض وصول الاشعة حسب 
عملية بواسون بمعدل متوسط و في الثانية . اذا كانت 2 عدد الاشعة المسجلة 
خلال نصف دقيقة . اوجد [2 < 5]ط ,إتامدل ,[8]2 

7 اذا كان مرور اللأشخاص من امام مطعم حسب عملية بواسون بمعدل متوسط 
0 في الساعة . نفرض ان د خول الشخص انى المطعم باحتمال 0.01 نفرض 
ان 7١‏ عد د الاشخاص الذين بد خلون الى المطعم خلال فترة 10 دقائق . اوجد 

Var[Z], P [2 > 2).‏ «إضاط 

مشاكل زمن - الانتظار : 

اعتبرنا في المثالين 18,14 الاحتمالات المعرفة د محدود من التجارب. هناك 


العديد من المشاكل ذات العلاقة بالعدد المحد ود من التجارب تكون معاد لات الفسرق 
بصورة خاصةمهمة في معالجة مثل هذا النوع من المشاكل 


3 ابت ان العدد المتوقع للحصول عل م نجاح في سلسلة من محارلات برنولى 
المستقلة المعادة يساوي «/7 حيث م احتمال النجاح في كل محاولة: 2,٠١‏ ,1 =+ 
تلميح : افرض ان ,8 زمن الانتظار للحصول على ۽ نجاح افرض ان [,8] =" 
اسنخد م الحقيقة الاتية : 
gl F my}‏ مك m,_1)‏ ل 7)1 = my,‏ 


اوجد معاد لة فرقتتحققها ,ص ,... ,3 ,2 -م بماان 1/0 = 1" فان م/م عب" 


لكي تبرهن ان م/1 = :” اثبت أن تحقق العاد لة - 
gm.‏ + 1 12 + وو p+‏ = 


1.9 حرامي بغخداد : 
وضع حرامي بغد اد في زنزانة ذ ات ثلاثة ابواب . احد هذه الا واب يزد ي الى 
نفق يحتاج یوما كاملاً لقطعه ويؤدي له للرجوع الى نفس الزئزانة . الباب الثاني 
. يؤدي به الى نفق مشابه (يطلق عليه اسم النفق الطويل ) يحهاج ثلاثة ايام لقطعه › 
اما الباب الثالث فيؤدي الى اطلاق سراحه . نفرض ان الحرامى سيختار احد هذه 
الابواب باحتمال متساو ( يختار الباب دون معرفة نتيجة ذلك الطريق ) . اوجد 


متوسط عدد الايام التي يقضيها الحرامي في السجن منذ لحظة اختثيارة لاحد 


الابواب للخروج الى ان يختار الباب الذي يؤدي الى اطلاق سراحه . 


0 ثلاثة لواعيب (نرمز لهم بالر موز © a, Û,‏ ) يلعبون لعبة حسب القواعد التالية 
يلعب في بداية اللعبة » مع ةذ ويكون + خارج اللعبة . 


يلاعب الفائزمن اللاعبين © 5١‏ اللاعب » الفائز في اللعبة الثانية سيعيد اللعبة مع 
الخاسر في اللعبة الاولي ؛ ٠»‏ تستمر العملية الى ان يتم الحصول على لاعب فائز في 
مرتين متتاليتين » نفرض ان8,0 ,4 تمثل الحوادث اللاتي عبارة عن فوز » او 
8 اوه اوجد ‏ (ن) [0]ظ ,[ه]ط ,[ش]ط () اوجد متوسط المدة الزمنية 


للعبة . 
7 ايجاد الشرط في حالة المتغير العشوائي المستمر : 


اذا كان لكل من × 7١‏ دالة كثافة احتمال مشتركة (2,)< بار فان دالة كنافة 
الاحتمال الشرطي «٠)٠ |١(‏ للمتغير اذا علمت قيمة المتغير × لجميع 
قیم ‏ , ؛ بشرط ان تكون0 < ()ء/ كما بلي : 


ED ~re. ©.1(‏ = ( | اوروز 
م وين 


ان للمجموعة (0 < (ع)ار:ء) > 0 احتمالاً لاحتوائها على قيمة × المشاهدة» 
لذ لك ستعتبر المعاد لة 2.1 تعريفاً مقبلاً لان معظم قيم المشاهدة تقع في المجموعة 
€ حيث نرغب في تعريف (| )× ار عند النقاط ‏ لت تكون قيماً 
للمتغير المشاهد × . 

يعرف التوقع الشرطي و ت قيمة × معلومة كما بلي : 
( لجميع قيم ‏ عندما 0 < (بتامرر ) 


x) dy. (2.2)‏ | 7 جد م y‏ 8 ع إه ب يز | 7 


أن المعاد تين 2.1 ,2.2 عبارة عن تعريفين مناسبين للمتغيرين العشوائيين ن المستمرين مقارنة 
بالتعريفين المبينين في المعاد لتين 1.4 , 1.6 على الترتيب . نوضح هذه التعاريف بصورة 


واضحة من خلال دراسة خواص مفاهيم التوقعات الشرطية والاحتمالات الشرطية . 


۷۹ 


نعرف مفهوم الاحتمال الشرطي [ه = × | 4]م للحادثة اذا علمت قيمة المتغير ” 
العشوائي × المشاهدة تساوي » من خلال تعريف مفهوم التوقعات الشرطية على ضوء 
المعاد لة 1.17 خاصيتان مهمتان من خواص إند - 0 | ]5 هما : 

() عخصل غل [2]17 اذا اذ نا التوقع [م = × | E]‏ نسبة الى قانون احتمال × 
نعبر عن ذلك كما يلي : 
EY |X = 2} 07 )( (2.3;‏ 8 = ]¥[ 


(:) التوقع الشرطي 1+ = ١‏ | ۲() م[ للمتغيرالمشوائيوهوعبارة عن حاصل 
ضرب >[ ودالة () للمتغير × يجب أن يحقق 3 
|X = r] = g(DE[Y | X = a] (2.4)‏ 00(7)و]8 
لاي متغيرعشوائي (0)ن وهوعبارة عن دالة ل ر بحيث یکون [851001(17 محدوداً 
بجمع المعاد لتين 2.8 ,24 مخصل على مفهوم التوقع الشرطي في حالة الدوال المناسبة 
(5)م وكما بلي : 
(e). (2.5)‏ ف x]‏ = ¥ | ]1 (ه)و BOR)F]= fT‏ 


نقوم الآن بتقد يم مفهوم | E[Y‏ ليمثل دالة × التي تساوي الى [ه = EY | X‏ 
عند ما © جح عر ونكتب بعد ذلك المعادلة 2.5 في الشكل الآتي . 


B{g(%X)F] = Ely EY | X1] (2.6) 


لاي متغير عشوائي ()و وهوعبارة عن دالة ل × بحيث يكون التوقع ‏ [۲(¥ ))8 
مد وها . 
يمكن أن ننبت أن المعادلة 2.6 توافينا اسار عام لتعريض التوقعات الشرطية. 
اذا اعطيت متغيراً عشرائياً ومتغير عشوائي )2 بمتوسطين محدلود ين خا باستخد ام النظرية . 
المسماة بنظرية  Madon- Nikodym‏ (راجع [1953] دلمه<ا من 17 ٠‏ [1900] 
مم1 ص 341 ) فانه هذا يعني وجود دالة وحيدة ل × برهزها بالرمز ‏ [× | 8)۲ 
تحقق اإعاد لة 2.6 لجميع الد وال (4)0 عند ما يكون التوقع في جهة المعاد لة 2.0 البسرى 
بعبارة ثانية > م تعراف بصورة واضحة في نظريات الاحجيالات المتقدمة مفهومى 
التوقع الشرطي والاحتمال الشرطي وانما عرفنا هما ضمنا كدالة ل تحقق المعاد لة 2.0 


بف 


' نوضح هذه العخطوات من خلال عرض مفهوم التوقع الشرطي (راجع النظرية 34 ) الذي 
له جميع الخواص المطلوبة . 7 

لكي نوضح استخدام التعاريف البد بهية للتوقعات الشرطية المبينة في المعادلة 2.0 
نقوم بايجاد التوقع المشروط المبين في المعاد لة 2 في حالة المتغيرين العشوائيين المستمرين 
المشتركين × ۲۰ . . 
ان : 

17]1006([- f f vole) fx, play) dz dy. 2.7) 
2.2 من جانب ان » نفرض ان [× | 5)۲ تمغل دالة × المعرفة في العادلة‎ 
ان‎ 
EY | شاط 7 8 = ])¥( ول‎ |X = alge) fx, yey) de dy 

5 ل‎ 8 E{Y |X = alge) fx (e) de, (2.8) 


لان )+= به (وع)»؟ إ من العادلتين 28,22 نحصل على 

(dr. (29)‏ قو ابي د | {f vfs‏ ]ع اول | BEY‏ 

عند ما نكتب المعاد لة 2.9 فاننا نستخد م الحقيقة الاساسية وهي اذاكان (©),م (4)دم 
دالتان ل + حيث - 

(2.10) ,1 = [((مسارب = (مارب :مغ ١‏ ينتمي الى P]×‏ 

فان ْ 

Efe) = f مام‎ dFx(r) = f e () dF, (e) = E[e:(K)). (2.11) 


من المعادلتين و2 .2.1 نحصل عل 

BEY | زرخ وان‎ > f f uf (a) dr dy. (2.19) 

نحقق دالة 1 المعرفة في جهة المعاد لة د.د المعادلة 2.6 وذلك عند ا المعاد لتين 
5 ,0 تحقق الد الة اعلا التعريف الضمني للتوقع المشروط . وهذا يعني تحقق 
صحة تساوي المتغيرات العشوائية المسثمرة المشتر كة [1 | ٤]‏ كما معرفة في المعاد لة 
2.6 الجهة اليمنى للمعاد له 2 .2 وبنفس لطريقة نثبت اذا كان ()م عبارة عن 


Ye 


متطير عشوائي بمتوسط محدود وكان × ,۲ عبارة عن متغيرين عشوائيين مستمريسن 
مشتركين فان ( لجميع قیم ت عندما 0< مير ) 


f el) fr, xls | =) dy. (2.18(‏ > [ه ع | (7) ماق 


مثال 2۸ 


امنغيرات العشوائية الموزعة توزيعاً طبيعياً مشتركاً : 
اخيرات العشوائية الموزعة توزيعا طبيعيا مشتركا ٠‏ 


يقال ان المتغيرين العشوائيين , × ,× الموزعين توزيعا مشتركا بانهما طبيعيان اذا 
كانت دالة خاصيتهما المشتركة معرفة كما يلي : 


uaa) — (ufe + ua ea + 2uuK1s)],‏ حل (t,2) = expli(um,‏ ويح رجرب 


)2.14( 
لكل عد دين حقيقيين 41 2 


حيث 
دل اناق BX], m=‏ = 
o = Var[Xı], oF = Var[Xs], @.15(‏ 
Kız = Cov[X 1X] = o02,‏ 


وان م عبارة عن معامل الارتباط بين ,× :× اذا كان1 > | م | فان امتإريسن 
العشوائيين , × ,و د الة كثافة احتمال مشتركة كما بلي : 


1 
(2.16( م — 1 270,02 


سج )جد - )+( )| وواه 


ج (دتدرتت) 0 - 1 


T2 


لكلمن العد د بن الحقيقيين 21 ,ونه 
نئبيت بعد اعادة ترتيب الاسس في العادلة 2.16 أن : 


۰ سر‎ ma — (Ap (eı — mn) 
fx. x, 212) = 1 ا 1 (عع),‎ 1 


o1 TET ثم — 1 ۷و‎ 
(2.17 


vt 


حيث 


(2.18( 7ے = (/)م 
عبارة عن دالة الكثافة الطبيعية . من المعادلة 2.17 نحصل على 


)2.19 , إنشجظ )وح =( 


T1 


ا ا (e‏ — ج111 — 09 1 Rx)‏ _ 
. سحندا كناك 1 x) | (= EC‏ ےگ 
(2.20) 


نعبر عن المعادلة 2.20 كما يلي : اذا کان, × ,× موزعان توزيعاً طبيعياً مشتركا 
فان قانون احتمال :× المشروط > اذا كان ,× معلوما » عبارة عن قانون احتمال 
الطبيعي بمتوسط يسماوي (روه ¬ رنت) شم + .:#وبانحراف معياري يساوي ةم - 1/.ى. 


: نوضح ذلك بالرموزكما يلي‎ 
EX: | X= zı] = Mı وج‎ (eı — mı), (2.21) 
EX: — EX: | XJ)" | Xı = zı] = e (1 — ,م‎ (2.22) 


حيث تعرف کل من ° ,2 6ر1 © ,2 18012972 بالمعاد له 5 .اشتقاق المعاد لتين 2.21 550 
كان وفقا للافترا ض القائل بان1 > | م ! لكنبالرغم من ذلك نستطيع إثسبات تحقيق 
صحة العادلتين اذاف كان 1 > | م | 
دالة الخاصية › العزوم 5 والتباين المشروط : 
ا ااالهعسب تت نل د 


تظهر العديد من المتغيرات العشوائية كنتيجة لاختلاط عشوائي لتخيرات عشوائية 
اخر ی 
تؤزدي دراسةمفل هذه المتغيرات العشوائية » ودراسة مفاهيم التباين المشروط » 
العزوم الشرطية » دالة خاصية الشرط دورا مهما جدا . 
نرمز لتباين ۲ المشروط عندما يكون × معلوما بالرمز [3 | ۷١۲]‏ 
وبعرف كما يلي 
VarlY | X]= B[(Y — BY | ¥X1)* | ¥], (2.23)‏ 


Ya 


بافتراض ان م > ]8 في حالة المتغيرات العشوائية المستمرة والمشتركة فان 

fry | ( dy. (224)‏ دع | ]ل دين f‏ > زم ع | Var‏ 
توجد صيغة مهمة للتعبير عن التباين غير المشروط [782]1 بدلالة التباين المشروط : 

: اذا كانم > 2 25]17 فان‎ 
Var[Y] = B{Varl¥ | X1] + VarlE{Y | XL )2.25( 

بعبارة اخترى ٠‏ يساوي التباين متوسط التباين المشروط زائد تباي المتوسط المشروط . 
نبرهن المعاد لة 2.25 بالاستفادة من الحقيقة الأساسية الآئية : 

اذا كانم > [۲] فان 
E[Y] = E[E[Y | X1]. (2.26(‏ 


من اجل برهنة المعادلة ( 2.26 ) نفرض ان ! = (0)30 في المعادلة 2.6 من المعاد لة 
6 نحصل على 


Val] = B[| Y — E[Y] [*]= اتفاظ‎ | Y~ EY] |* ] XI. 2 )2.27( 


ان لكل متغير عشوائي ولكل كمية ثابتة 2 ,» بکون 
)2.28( ذه - Z — E[2] |*1 + {EIZ]‏ | ]ئ ح- [ :| » - م | ]ا 


بنفس طريقة برهنة المعادلة 2.28 نستطيع ان نثبت أن 


- |] | 1 - ]ل ع كز | *| (اظ‎ | 7 — EF ] 1| | XI} {BIY | X] — 8] 
)92.29( 


باتخاذ توقع لطرفي المعادلة 2.9 نحصل على المعابدلة 2.25 
منال 28 


مجموع العدد العشوائي من المتغيرات العشوائية المستقلة : 


نفرضراً عبارة عن عد د انات يوحم الحشرات في منطقة دمر . نفرض ان × 
عبارة عن عد د البيوض الموضوعة من قبل حشرة واحدة ثم نفرض بعد ذلك ان 7 عبارة 
4 


عن عدد البيوض في المنطقة . اوجد متوسط وتياين ۲ 

نستطيع الان كتابة ۲ كما في الشكل 'دناه : 

Ky, (2.30)‏ 1 لد يكار لكر عد الى 

حيث ,+ عبارة عن عد د البيوض العائد ة للحشرة: نفترض انالتغيرات العشوائية Na,‏ 
٠.٠‏ ,, مستقلة بعضها عن البعض الاخر بالاضافة الى كونها مستقلة عن المتغير العشوائي ۷ 
الذي يمثل عدد اناث الحشرات اليوضة . نفترض ايضا تماثل المتغيرات :× كالمتغير 


العشوائي بمتوسط وتباين محد ودين . 


قبل ان نجد تباین ومتوسط ¥ نجد اولا متوسط وتباين 37 الشروطين اذا علمنا ١‏ 
. اذا علمت ان « = لفان 7 موزعةكمجموع 2 من المتغيرات العشوائية المستقلة 
ذات التوسط (لتباين المشتركين [3] ٠‏ ]د على الترتيب وهكذا فان 
)2.831 ]نه =n] =n‏ نل | =n] =nB[X], VarlY‏ لق | 11ل 
نكتب العادلة 2.31 بعد ذلك بشكل اعم وكما يلي 


E[{F | رق‎ =N 2], ]مول‎ | N} = N ع‎ )2.32( 


من العادلة 2.32 نحصل على 


BEY | ع [[نة‎ E(NEIN], B[VarlY | NJ] ع‎ E[N]Var[X]. (2.33) 


من المعاد لات 3 ,2.25 ,2.26 نحصل على التعبير ين الاتيين للمتوسط 


ولتباين لآ 
EIF] = 5] 7] 234‏ 
VarlY] = B{N[Var[X] + VarlN]B[X]. (2.35)‏ 


من المعروف التعبير عن عزوم وللعزوم المركزية للمتغير العشوائي ر ببساطة بدلالة 
د الة خاصية المتغير العشوائى . 
He]. (2.36)‏ = )«( رب 


نستطيع أن نحقق ان التعبير عن العزوم والعزوم المركزبة الشرطية يكون بنفس الطربقة 
بد لالة دالة الخاصبة الشرطية . 
erx (u | 2) = Ee” | X= a]. )2.37(‏ 
اما في حالة المتغيرات العشوائية المستمرة المشتركة فان 

erıx(u| 2) = f رجن مره‎ | =) dy. (2.38) 

نحصل على د الة الخاصية غير المشروطة من معرفتنا لدالة الخاصية المشروطة وكما يلي : 
)2.39( .() ع 07 x)‏ | عو 1 = [زجز | #**م] ]جز = (u)‏ رم 
مثال 20 
توزيعات بواسون المركبة : 

اثبت كراين وود ١‏ وبول في سنة (1920) ان توزيع ذي الحدين السالب الفا 
توفيقا لحوادث معامل المعد ات الحربية في انکلترا من توزيع بواسون وذ للك خلال 
الحرب العالمية الاولى .اثبنا ايضا ان هذه الظاهرة يمكن توضيحها وذلك من خلال 


اففرض ان عدد الحوادث لكل عامل موزعة حسب توزيع بواسون بمتوسط يوضح 
صفة ذ لك الفاعل » ونستطيع ان نعتبرالمتوسطات المختلفة للعمال بانها قيم للمتغيرالعشواني 
۸. 
بصورة ادق .لفرض ان × عبارة عن متغير عشوائي موزع حسب توزیع ‏ بواسون 
بمتوسط ۸ ان 
)2.40( سن E(e™*]‏ 

نفترض ان اختيار المتوسط ۸ يكون حسب التوزيع الاحتمالي ()”7 مثلا اذا كان 

اعبارة عن عد د الحوادث لكل عامل في المعمل › فان متوسط عدد حواد ث العامل 


۸ سيختاف من عامل الى آخر .بمكن ان نكتب(2.40) كما بلي ( اذا اعتبرت < بانها 
القيمة المشاهد ة للمتغيهالعشوائي ۸ بد الةتوزيع ()7. ) 


A=] = fm, (2.41)‏ | معاي ]ور 


%4 


داله خاصية ‏ تکون كما يلي 
f Ble"*| A=] 70‏ = (مارم 
)2.42( مجم 2-1 3 = 
eq ({e*— 1}/%),‏ = 


حيث (0١)رمعيارة‏ عن دالة خاصية ۸ . 
يمثل اسم توزيع بواسون المركب قانون احتمال بدالة خاصية في شكل المعاد لة 2.42 والتي 
تظهر عند مشاهدة خليط من الحوادث العشوائية من نوع بواسون »راج كتابي 
Feller (1943) Satterthws.ie )1042(‏ 


سنعتبر خالة مهمة وهي عندما يفترض في 4 ان نخضع لتوزيع كاما ذي العلمين ‏ ,ه٠‏ 
نوضح ذلك بالرموز . 


(2.48( َك 2 2 o‏ 
(rr)‏ حال قلا ( وات 
)2.44( 1 وعم 


وک کے 
حيت 0-1-8 پر“ 


بعبارة ثانية ان ل × توزيع دلك الحدين السالب بالمعلمين ‏ ,م نوضح متوسط وتباين 


0 E EEL TOFAN. 
. EX] و‎ Var[X] = j= Xî . )2.45( 


نستطيع توسيع مفهوم التوقع الشرطي ليشمل عدة متغيرات عشوائية بصورة خاصة 

تأمل + في المتغيرات العشوائية .3 ٠.٠,‏ × والمتغير العشوائي 7 بمتوسط محدود 

يرمز له 7 المشروط اذا كانت قيم .× ,... ,رلا معلومة بالرمز. . . ,×| ]2 

[2 , ويعرف بانه المتغير العشوائي الوحيد ذومتوسط محدود وهوعبارة عن دالة ل 
مر روك وبحقق 


4 


)2.46( .[(2ى ٠ ١‏ رد ٠٠١ , X2]= B[Yg(X‏ رد ٠٠١, JX‏ ردك | BBY‏ 
لكل متغير عشوائي!ز , ٠.‏ ,¥)ووهو عبارة عن دالة محدودة ل مل 1,٠٠١,‏ 
الكملات : 
4 بنفس طريقة تعريف التباين المشروط نعرف العزوم المشروط بصورة خاصة تأمل. 
العزوم المركزية الثالثة والرابعة . 
يرمز للعزومين المركزيين الثالث والرابع للمتغير العشوائي ۲ بالرموز 
]دم ,[]مم على الترتيب ١‏ 
ويعرفان كما يلي : 
wal] = 1) - BIY], #al¥]= EI(F — BIY].‏ 

بنفس الطريقة نعرف 

#aY | X]= 21) - EY | (3 | X1, 

mlY | X]= BKY 27 | | 

اثبت ان 


Pa[¥]= #إوبراظ‎ | X1+ ادم‎ | XJ], 
kalY] = ]مما‎ |X] + 6BFVar[Y | X1] ]امه‎ | XJ + ]تايس‎ | X1]. 


التمارين 


1 اثبت تحقيق صحة العادلة 2.13 
2 عملية الفروع“المتساسلة الفرعية » التكاثر 
Branching, cascade, or multiplicative process.‏ 
مجتمع متكون من افراد تلد مجتمعاً جديد . نفترض ان احتمال اعطاء الفرد 
الواحد من المجتمع + فرد! جد يد! يساوي :م حيث 1,٠٠٠١‏ ,0= أن اعداد 
الافراد المتكونة من افراد المجتمع المختلفة عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة . 
يكون المجتمع الجديد الجيل الاول والذي سيكون بعد ذلك الجيل الثاني وهلم . 


A 


جرى . عندما 0,1,..0-م نفرض ان ,لا عبارة عن حجم الجيل 
النوني . لاحظ ان 


Xn 
Xn = زح‎ 2(0), 
=1 


حيث (2,6 عبارة عن عدد افراد الجيل (1 + «) الذين تكونوا من الفرد 7 
في الجيل النوني . 
تفترض ان تعدد اولاد فرد مامتوسط م وتباين م محا ودين 


(m— pm < o.‏ 0 حدثوره < 27122 زج عم 
mw) mm)‏ 


انیت ان : 
عبر = [1 = Xo‏ | مقا = my,‏ 


i =1 1‏ 
م 1 حير -[1 = Xo‏ | انول = o2‏ 
د 


u=1, 


تلميح ات ان 


شير + فير مير حت Ma = Uhr, a1‏ 


3 يصعاد صياد معين غد دا عشوائياً متغيراً من الحيوانات ۷ بمتوسط ” وتباين 
د يهتم الصياد في عد د النعالب الذ هبية التي يصطاد ها . افرض ان ۲ تمثل 
عد د النعالب الفضية المصطادة اوجد متوسط وتباين ۲ وفقا للافتراضات الاتية 
إن حادئة اصطياد ثعلب فضي تكون باحتمال م وان هذه الحادثة مستقلة عن 
نوع الحبران المصطاد وعن عد د الحيوانات المصطادة ¥ . 


4 عد د الاصابات التي تحدث في معمل ما في الاسبوع عبارة عن متغير عشوائي 
بمتوسط م وتباين در . ان عدد الافراد الذين يصابون بحادئة واحدة موزعم 
بصورة مستقلة كل منهما بمتوسط « 


وتباين 7 

اوجد متوسط وتباين عد د الافراد الاين يصابون بحادثة ما خلال الأسبوم . 
25 نفرض ان :× ,د عبارة عن متغيرين عشوائيين موزعين بصورة مشتركة حسب 

التوزيع الطبيعي يمثلان سعات فولتية الضوضاء المسجلة في نهايتي فترة معروفة ) . 


: اله 
م/ العمليات التصاد فية 


نفترض ان د الة كنافة احتمالهما المشتركة ممثلة بالمعاد له 2.10 حيث . 1,١‏ = به 
m=1, m= 2,‏ 7 ,4 دوه أوجذ [1 =× | 1 < ونام . 


6 نفرض ان ١ء‏ عبارة عن متغيرين عشوائيين موزعين بصورة مشتركة حسب 
التوزيع الطبيعي يمثلان المبيعات اليومية ( مقاسة بالاف الوحد ات ) لبضاعة معينة 
في مخزت معين ليومين متتاليين. نفترض ان دالة كثافة احتمالها المشتركة ممثلة 


بالمعاد له 2.10 

حيث 3 = و = 1 , ح و - Tı‏ 0,8 دم 

اوجد × بحيث تكون 
P{X, > K|=0.05, 0)‏ 
PIX > K|Xı=2]= 0.05. (i)‏ 


الترض ان قرار اد ارة المخزن الاحتفاظ بعد د من الوحدات يكفي لتلبية ) جميع 
الطلبات الواردة في يوم معين باحتمال 5 . ماذا يجب ان يكون حجم الخزين 
في صباح يوم معين اذا علمت ان 

(نان) مبيعات يوم امس 2,000 وحدة (17) مبيعات يوم امس غير معروفة + 


7 نفترض أن طبيعي بمتوسط يساوي صفراً ؤتباين يساوي : وان التوزيع المشروط ل 
لا عندما يكون * = × طبيعى بمتوسط يساوي ب« وتباين يساوي مم ر . 
اوجد توزيع × المشروط عند ما بكون ۲ معلوماً . 


2.8 نفترض أن عم طبيعي بمتوسط ”7 وتباين ” وان توزيع ‏ المشروط اذا كان 
*” 45م عبارة عن توزيع طبيعي بمتوسط م وتباين ٥ه‏ (حيث *© عبارة 
عن كمية ثابنة ). 

اقبت أن () توزيع < غير المشروط طبيعي بمتوسط ‏ وتباين ‏ ,شم + 2م (1]) 
توزيع « المشروط :اذا كان =× طبيعيا بمتوسط وتباين يحققان 


/ يم ل ترج 


و - إنه = × | براق 


2 
Varlu | X= 2) ع‎ 0 


AY 


اوجد في التمارين 2.9 الى 2.12 مابلي : 


#5] | 36[ دالة كنافة احتمال + المشروطة اذا كان ۲ معلوعاً (1ذ)‎ û) 
المشتركة مبينة ادناه‎  . مع الافتراض أن دالة كثافة احتمال جر‎ 


fera) سن - 2 )ريا ح‎ (١ 6 0 > JS 1 2.9 
=0, ماعدا ذلك‎ 
Jxır(zy) = 4ye — yet jf OSZE< e, 0 >> نه كك رن‎ 2.10 
=0, ماغدا ذلك‎ 
م( - )چ حت (إإرنة) لاود‎ fH OSy< o, lz Sy, 2.11 
=0, ماغدا ذلك‎ 
fxs r) = YÊ çetr مدوم‎ — o <r, J< o. 2.12 
۰ ماغدا ذلك‎ 


8 التوزيعات الاسية المركبة :تأمل انحلال الجزيئات في مد خنة معينة ( اوماشابه 
ذلك . مثل عطب المعد ات او وقوع الحوادث ) . نفترض ان الزمن 1 السذدي 
تستغرقه الجزيئة لكي يتم انحلالها عبارة عن متغير عشوائي يتح قانون الاحجمال 
الاسي بالمعلم : لايفترض في قيمة 1 ان تكون متساوية لجميع الجزيئات . بل 
ان الجزيتات تكون عائدة لانواع مختلفة ( او اجهزة مختلفة الانواع او افسراد 
باصابات مختلفة ) . بصورة اكثر تحد يدا . ؛ عبارة عن قيمة خاصة لتغير 
عشوائي ب ٣‏ يتبع قانون احتمال كاما عندما يكون اختيار الجزيئة عشوائياً مسن 
المد خيدة وان دالة كثافة احتمال 
for yg >0, (2.47)‏ وا صر سمح Jr)‏ 
حيث » #عبارة عن كميتين موجبتين أابنتين نصفان شروط التجربة التي تسم 
مشاهد تها . سبق وان افترضنا بان 3 عبارة عن المدة الزمنية التي تستغرقها الجزيئة 


لكي يتم انحلالهاوان × يخضع لقانون الاحتمال الاسي . نعبر الان عن ذلك 
الافتراض كما يلي : ان قانون احتمال 6 المشروط اذا علمنا ۲ يكون كما بلي : 


S| Ûy) = ye 


المطلوب ايجاد قانون الاحتمال النفرد لزمن الانحلال :3 ( للجزيئة التي تم 
اختيارها عشوائيا ) . 


Ar 


4 وجد مصنع معين أن كمية مبيعاته ‏ تكون حسب توزيع كاما بدالة كنافة 
e, r>0‏ و = مر | بج 


وان سم []5 عبارة عن متغير عشواتي ومقلوبه 1/۸ 
يتبع قانون احتمال كاما بدالة كثافة احتمال مبينة في المعاد لة 2.47 اوجد دالة 
كثافة احتمال × . 
2.15 غينة عشوائية لمتغير عشوائي × ذات حجم يساوي 8 وان هذه العينة عبارة عن 
قيم مشاهدة للمتغيرات العشوائية ,٠٠و‏ ,× المستقلة والمتمائلة 
التوزيع كالمتغير + . 
نفرض ان [ قانون احتمال مستمر . ماهو احتمال كون كل من المشاهدات الثلاثة 
الاخيرة (Xo, X7, Ke)‏ أكبر من جميع المشاهدات الخمس الاولية 5 بصورة ادق 


اوجد 
P[min (Xe, X7, Xs) > max (X1, °°°: X5)).‏ 


البت استقلالية هذا الاحتمال عن دالة كثافة أحتمال المتغيرات العشوائية المشاهدة . 


V = max (Xu, 0+ Xs) , U ح‎ min (Xo, X7, F8) تلميح : نفرض‎ 
ابت ان‎ 
P{U > [> f )1- 7 مه )"ل ((مان‎ 
5 [(م)ع ”)5 ((0)ء" — 1{ ل‎ fx )0( dw 
=5 f )1 7 ثروت(‎ ay. 


استخرج قيمة التكامل اعلاه باستخدام دالة بيتا عندها 1 - < + 1 < :: المعرفة كما 
بلي 1 

Bn +1, n+ 10 2 f "(1 — gy)" dy 

_T(n+ T(r + 1D) 

` Tm+n+2) 
تعرف د الة كاما عندما 1- << كما يلي‎ 
n+ 1( زر ب‎ are *de 
=n! f هم‎ 0, 1,2, °. 


Af 


نفرض ان ع E‏ ل ر۰۰ Xr,‏ عبارة عن متففضرات 
عشوائية مستمرة متماثلة التوزيع مستقلة . نفرض ان 


V = max (Xı, °°°, Ky)‏ اوجد 
P[Ka+1 > PJ], (i)‏ 
P[min (Xan4 ٠٠١ , Kam) > W1. 49‏ 


نفرض ان ,11۰,7 عبارة عن متغيرات عشوائية موزعة حسب التوزيع الاسي 
المستقل بمتوسطات تساوي ,۰ على الترتيب . اثبت 
عندما 32-12-0050 ان 

41]4, = min (FT, ‘°°, TA] د‎ A/F لج‎ 3 


0-3 خواص التوقعات الشرطية : 


تبين في هذا البند ان التوقع الشرطي إعد | ]8 يعرف بانه الدالة الوحيدة أ × 
. التى تحقق المعاد لة 06 وها نفس خواص توقع المتغير العشوائي . 


نظرية 34 
خواص التوقع الشرطي : 


نفرض ان × متغير عشوائي 6 عد د حقيقي V, U‏ ,۲ )م متغيرات 
عشوائية ذات متوسطات محد ودة . فان 


2]17 | 1][ قيمة وحيدة‎ (3.0) 
5]۲ | اذا کان × + 7 مستقلين [¥]8 = إلا‎ (3.5 
ما‎ | ¥] = e, (3.2) . 
ENIX] = 4(¥), (8.3) 
ElcY | X]= cEIY | X], 1 (3.4) 
Ele()Y | ح إلا‎ ¢(X)E(Y |X], (3.5) 
EU +VIX)=E[U | X1 + E[V | X], (3.0) 
0 > ۲ تعني‎ 0> E] |X), (3.7) 
U >۲ >۷ تعني‎ EU |X] < BIY |X] < E(V |X), (3.8) 


[EY | > {BIY |) | (7 > E | Y["|Xjforr>1. G@9) 


Ao 


ملاحظة : 
تتحقق صحة الصيغ 30 الى 98 باحتمال واحد سنهمل التمبيزفي هذا 


الكتاب بين العبارتين : الاولى تتحقق بدون مؤهلات والثانية تتحقق ماعدا مجموعة من 
الحالات التي ها احتمال وقوع يساوي صفراً . 


البرهان : 


أبرهنة المعاد لة 0 بجب ان نبرهن وجود دالة واحدة على الاقل ( × تحقق 
المعاد لة 6 .. نفرض الدالتين 86)رم و ()۸ بحيث ان 


Elg(X)Y] = )وا‎ 201) (3.10) 
E{g(%)Y¥] = )واظ‎ 


لكل متغير عشوائي (×)ر وجود دالة محدودة × 
نفرض 
hax) > 0).‏ - (ارظ نم) hal) > O}, A=‏ - (ع)رم نم) A=‏ 
لكي نبرهن 
e 4:] =0. (8.11)‏ قاط + ل e A‏ ]ام = ha(X)]‏ عع P{hı(X)‏ 
في‌العادلة 3.10 يتبين ان للمتغير العشوائي المناسب (×)و 


Elg(X{h (E) — ha(X)}] =0. (3.12 


ينتمي الى صف المتغيرات العشوائية فاذاكان (¥ )و۸ ~(×),۸ = (×)و 
ل فق 5 المعاد لَه 2 . 


)3.13( ,0 = 3| ق)ية - )1 | ]ل 
,1 = ]0 = | ققوم - قار | ]م 


۸1 


وهذه هي النتيجة المطلربة . 
في حالة عدم افتراض تحقيق المعاد لة 3.12 ٠‏ 
نتبع ما يلي : ha(X)‏ — )رط = (XK)‏ 
الد الان (#)1 ؛ (0),, 2 محدودة 


3.12 فان للد التين قيم مقبولة للدالة: (×)ء في المعادلة‎ .٠. 


EN a) {h1(X) - h(F)}] = 0, (3.14) 
E(1 (26)يم‎ {hı(X) — ha(X)}] = 0. 


وبما ان 
ا — Ta, (DANK) —ha(X)} and -F,,(XHhs(E)‏ 


وهما د التان غير سالبتين 
.٠.‏ من العادلة 3.14 نستنتج ان 


0 = PIT, (KX) )1ن‎ - ka(X)} عد‎ O] > P{X e A1, (8.15) 
0= PIF (Dh (X) — hx(X)} = 0] > PIX e A]. 


من المعادلة 3.15 نستنتج المعاد لة 3.11 وهو المطلوب اثباته 
برهات المعاد لَه 3.1 


.٠.‏ المتغيرات × , 7 متغيرات غير معتمدة 
E[¥g(¥)] = B[YIE[g(X))] = E{E[Y]g(X)]‏ 


EY]‏ يحقق خاصية التعريف . المعادلة 2.6 من التوقع المشروط 


اذاكان .ا متغيرين غير معتمد ين وبنفس الطريقة نستطيع ان نبرهن صحة المعاد لة 
2 حيث انه من الواضح تحقيق صحة المعادلة 2.6 اذا ارفا 
Y=e, BY|X] =e‏ 


AY 


برهان المعادلة 3.5 والتي تنضمن المعادلتين 3.3 + 3.4 من الواضح ان 


El(X)EIY | XDI = 518]7 | وكام اكد‎ ()}1= BIY {eR}! 
-_- 0010011 


في ضوء خاصية التعريف : المعادلة 2.6 من التوققع المشروط برها العادلة 
3.5 قد تم 
نبرهن المعادلة 3.6 بنفس الطريقة السابقة 

E({E[U | X] + B[V | XDg(1= RIEU | )و1 | 117 + [6)و‎ 


B[Ug(%)] + 8]79)2([‏ = 
E{{U + ٠‏ = 
برهان المعاد لة 3.7 
اذا كانت 0 < ۲ اذن لاي دالة غير سالبة ( ()و ) يكون 
Elg(X)Y] = 819001815 | X11 (3.16)‏ < 0 
نفرض ان المجموعة 4 للقيم × والتي تحفق 0 > [ = × | ]8 تمتلك »> 
احتمالا موجيا . 
نفرض 1 = (ع)و اوصفراً بالاعتماد على 2 اذا كانت تنتمي أ4 اوء 
لاتنتمي 4.. 
. [# = 2 ] ۲]#() غيرموجبة بالحقيقة سالبة لمجموعة من الاحتمالات 
السالبة . 


وعلى هذا الأساس فان0 > [[× | ]5(×)و]#وهذا يتناقض مع المعاد 3.162 
وهذا برهان 3.7 ومن ذ للك فان برهان المعاد لة 8 قدا تم نبرهن المعاد ل 
9 من المعادلة 3.8 بحيث ان | ۲ | - =0 ,| 7-187 


FLY DZ (8.17)‏ > || 817 | 
وبناء على ذ للك تم برهان المتباينة الاولى لكي نبرهن المتباينة الثانية : اذا كان 7 
متغيراً عشوائياً غير سالب واذا كان 1 < فان 

{EZ |X’ < BZ’ | *]. (8.18) 


۸۸ 


فبرهن ا معاد لةه (3.18) باستخد ام نظرية بتلي ( مقارنة الاحتمالات الحديثة ص 
4384 ( 
e < )2 — 22‏ اع 
عندما تكون 1 < و 2 +20 اعداداً غير سالبة . 


25 - {BZ | [(" > (Z— 8] | #0١4512 | XT. (8.19) 


باستخد ام المعادلات 3.3 ٠‏ 3.5 » 3.6 بايجاد التوقع الشرطي لطرفي المعاد لة 
9 عند مايكون ]1 معلوماً نحصل على 


812" | <[ - {E{Z | XP’ > HEZ | XY" "E[(Z— 2]ظ‎ | X]) | 51-0 


وبهذا نحصل على المعادلة 3.18. . وهو المطلوب اثباته 


التمارين . 


1 نفرض ان 0١‏ <1)20(,4 عبارة عن عملية تصادفية لها تزايد مستقل ودالة 
قيمة وسطية محد ود ة [8]06)0 = ۸)0 
ابت لاي نقطة زهنية ما > مأ > ٠٠٠‏ > ئ > 0 ان 
)2 — للبم ات + لاك ت [لمقاة , EX | FED, ٠ ٠١‏ 


2 نظام المراهنات : يقال ان العملية التصادفية 0 <20(,1) ذات التوسطات 
المحد ودة بانها نظام للمراهنات (ذات العلم المستمر) اذا كان لاي مجموعة 
زمنية ,دبوا > وا > ٠١‏ > هأ > 4 


OX! | XCD, °°°, X(t) = XD; 


بعبارة اخرى » توقع (ب)+ الشرطي اذا علمت لقيم  200,٠0١,300‏ 
يساوي قيمة .)× المشاهدة حديثا . اثبت ان عملية وبنرعبارة عن نظام › 
للمراهنات . ( للحصول على معلومات كاملة حول نظرية المراهنات راجع Dooh‏ 


. ) ]1958[ ( 
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3 نظام المراهنات ( المتقطع المعلم . يقال ان العملية التصادفية [... ,2 ,1 < ,,5) 
ذات المتوسطات المحدودة عبارة عن نظام للمراهنات ر المتقطعة المعلم ) اذا كان 
لكل عدد صحيح : 

EXas | Xu °‘, Xa] > Xa 
لمجموع المنغيرات العشوائية المستقلة التتالي عبارة عن نظام‎ {Sn} ائبت ان التتابع‎ 6( 
. للمراهنات حيث ان متوسط المتغيرات العشوائية يساوي صفرا‎ 
عبارة عن نظام للمر اهنات اثبت لاي عدد صحيح‎ ٤. اذا كانت‎ )( 
اننم‎ <C Mg <C °° C ال‎ C Marl, 


ان 
mgr °° Xal > Xp.‏ مقاط 


Py 1 


4 


الفصل الثالث 


العمليات الطبيعية وعمليات التغاير الثابت 


Normal processes 


and covariance stationary 
processes 


احدى الاساليب المستخدمة في تطوبر مشاكل النماذ ج الرياضية للظواهر الاعتبارية 
حسب القوانين الاحتمالية هووصف تلك الظواهر بد لالة طبيعة عزومها الاولى والثانية . هذا 
الاسلوب تطبيقات مهمة في نظربة السيطرة والاتصالات الاحصائية وفي تحليل السلاسل 
الزمنية . 
نناقش في هذا القصل بعصا من المفاهيم والاساليب الاساسية لنظرية العمليات 
التصاد فبة التي تمتلك عزوماً ثابتة محد ودة . يوجد نوعان من هذه العمليات لما تطبيقات 
مهمة وهما : العمليات الطبيعية وعمليات التغاير النابت نلاحظ هذه الاهمية في البنود 
القاذمة . 


[-3 دالة القيمة الوسطية وقوة التغاير للعملية التصادفية 


THE MEAN YALUE FUNCTION AND THE COYARIANCE 
KERNEL OF 4 STOCHASTIC PROCESS 


بصورة غامة لانستطيع ايجاد قانون احتمال المتغير العشوائي من خلال معرفة التباين 
والمتوسط لذ للك المتغير العشوائي مالم نعرف شكل دالة قانونه الاحتمالي الى حد عدة معالم 
غير معينة والتي تكون ببساطة ذات علاقة بالمتوسط ولتباين . مغلا اذا كان × عبارة عن 
متغير عشوائي بخضع للتوزيع الطبيعي فان معرفة متوسطه وتبابنه يؤدي الى معرفة جميع 
الاحتمالات التعلقة بالمتغير بإ . 


۹۱ 


لکن اذا كان × يخضع لتوزيع بواسون فان قانونه الاحتمالي يتحدد من معرفة 
متوسط ذلك المتخير. 

بصورة عامة عند ما يكون شكل دالة قانون احتمال المتغير العشوائي غير معروف فان 
معرفة متوسط وتباين المتغير العشوائي بؤد ي دورا جزئيا في تلخيص قانون الاحتمال لذ لك 
المتغير لانه باستخدام مختلف المنباينات مثل متباينة جيفيجف Chebyshev's‏ نستطيع 

بؤد ي متوسط وتباين متغير عشوائي مفرد د ورا اساسيا بينما يؤدي دالة القيمة الوسطية 
وقوة النغاير ذلك الد ور في حالة العملية التصاد فية . 

نفرض ان 430,247 غبارة عن عملية تصادفية ذات عزوم ثابتة 
محد ودة . نرمز لدالة القيمة الوسطية لتلك العملية بالرمز )72 وتعرف لجميع قيم 
العائدة الى 7 كما يلي 
)1.1( ,[5]3)0 = )م حيث يمثل الرمز 5 التوقع ونرمز لقوة التغاير 
بالرمز ,)7 ويعرف لجميع قيم ١‏ , 4 العائدة الى 7 كما بلي 
K(s,) = Cov[X(9), X(D]. (1.2(‏ 
حيث يمثل الرمز 007 التغابر 
مثال :14 

تظهر ا كنير من العمليات التصادفية كد وال لعد د محد ود من المتغيرات العشوائية . 
مغلا نفترض ان ()× تمثل موقع الجزيئة المتحركة بسرعة ثابتة يمكننا افتراض ان 
)× تكون في الشكل 


X( = Xo + Vi, )1.3( 


حيث ,3 , ۲ عبارة عن متغيرين عشوائبين ٠‏ يمثلان الموقع الابتدائي وسرعة الجزيئة على 
الترتيب . تعطى دالة القيمة الوسطية وفق تغابر العملية {X(D, t> O}‏ كما بلي 1 


m(}) = EX (0] = E[Xo] + B[V], 1.4( 
(8,4) = Cov[lX(s9), X(] = VarlX o] + (s + 1) Cov[Xo,F] + st 5 


اذن بتبين نا ان للحصون على دالة القيمة الوسطية وقوة تغاير O‏ > ,80 


۹۲ 


لالحتاج الى معرفة قانون احتمال 70 ,7 المشترك لكننا نحتاج الى معرفة متوسطهما . 
تباينهما وتغايرهما . 


مثال 18 


دالة القيمة الوسطية وقوة تغاير عمليتي وينر وبواسون : 
نفرض ان {X(D, t2 O}‏ عبارة عن عملية وينرذات معلم :م من 
المعاد لتين 3.3 + 3.4 في الفصل الاول ولجميع قيم 0 < ا نحصل على 
2070 
(1.5) ثم = [() ]مولا 
نحسب بعد ذلك قوة التغاير (/,8) 5 عنمدما ) > »م 
Cov[¥(s), X(O] = Cov[X{s), X( — X(8) + ¥(8)]‏ 


= Cov[X(9), XO) — X(s)] ل‎ Cov[X(8), X(s)] 
= Varl\(s)] = os, (1.6) 


تغابر ()× ١‏ () × ()× يساوي صفراً لانهما مستقلتان . نحصل على قوة 
تغاير عملية ويئر ذات المعلم 7 كما يلي : 

e in )8,0 (1.7)‏ = (ثره) 8 لجميع قيم 028 < ار حيث عير 
رئاس تعني اصغر القبمتين 

بنفس الطريقة نجد دالة القيمة الوسطية وقوة التغاير اذا كانت 0١‏ < ا ١)0,‏ عملية 
بواسون بكتافة تساوي مر : 


m() = 8] )1([ = vt, (1.8) 
Ki(s,) = Cov[¥(s), ¥ (9] = y min (s,D. (1.9) 


في الحقيقة من المعاد لة (1.0) يتضح ان لكل عملية تصاد فية {X(, t> O}‏ 
ذات تزايد مستقل يكون : 


۹۳ 


{s,})]. (1.10)‏ نم ]س7 = Cov[X(s), X(]‏ 
تأتي اهمية دالة القيمة الوسطية وقوة التغاير من الحقيقتين الاتيتين : 
١ )(‏ ابجاد دالة القيمة الوسطية وقوة تغاير ابة عملية تصاد فية يكون اسهل بكثير من 
ايجاد قانونها الاحتمالي الكامل . : 
(i)‏ يمكن الاجابة على كثير من الاسئلة التي تخص العماية التصادفية اذا عرفا 
دالة قيمتها الوسطية وقوة تغايرها . 

سنوضح في البند 3-3 كيفية استخدام دالة القيمة الوسطية وقوة التغاير لد راسة طبيعة 
اوساط العبنة لعملية تصاد فية . وتفاضل وتكامل العمليات التصاد فية . 


مثال 10 


لعمليات اللمتزايدة بعملية بواسود 
2-7 
الال سكا 
The increment process of a Poisson process‏ 
نفرض ان (0 < ۷)(,1) عبارة عن عملية بواسون بكثافة تساوي « 
وافرض ان 2 عبارة عن كمية ثابتة مرجبة . نستطيع تعربف عملية جديدة 
(0 > 00,1 كما بلي : 


XD = NEH درط‎ NOD. (1.11) 


مغلا : اذا كانت ٨)0‏ تمثل عدد الحوادث من نوع معين الواقعة في الفترة من صفر الى 
فان (10 تمثل عد د الحواد ث الواقعة في فترة طوها ,7 وبدايتها عند النقطة ؛ 
بينما في الاساس نستطيع تحديد قانون احتمال ‏ () ,101,000 المشترك 
لابة نقطة من النقاط الزمنية ۸ ,4 41,2٠00,‏ ومن الطبيعي ان نبدأ دراستنا للعملية 
التصاد فية من خلال حساب دالة قيمتها الوسطية وقوة تغايرها . 
ان دالة القيمة الوسطية للعملية ‏ (0 < 1,()×) العرفة في المعادلة 1.11 
تكون كما يلي : 
m() = 8] )([ = EIN(t + L) - N()] = pl. )1.12(‏ 
€ 


نحسب بعد ذلك قوة التغاير | ,(5) .]00 = (,5) 4 © قد تفترض ان 
؛ > 5 نميز بعد ذلك الحالتين :(0 2+ م > :7 
(i)‏ لغ بهم <) . في الحالة (11) (58). , 1)0 منغيران عشوائيان 
مستقلان وبهذا سيكون تغايرهما يساوي صفرا . في الحالة () نکتب مابلي : 
K(s,) = Cov[N(s + L) - N(s), 3) + L) — N(D]‏ 


= Cov[N(s + IL) — N) + N(O — N(9), NEH LE) — 7/01 
= Cov[N(s + ررق‎ — N(, N(t + E) — لا‎ (1.13) 


لان تغاير (والا - 300 , () ٨‏ -(1 + يساوي صفراً . 


N(t + L) - N( = N(( + 1) — N نستنتج من المعادلة 1,13 بعد كتابة‎ 
و) أن‎ + Lı) + N(s + L) - )لا‎ 


+( -4) — رطام = } حرق لل وم ع K(s,) = Vur(N(s + L) - N(D]‏ 
)1.14( 


وهكذا سنحصل على قوة تغاير العملية 0 <:,()۸) العرفة بالمعادلة 
1.11 كما يلي : 


( جميع قيم 0 <1,ء ) 


Ke) =v{l — | ~8 |} if|t—s| >> مط‎ 
=0 if|t—s| > م2‎ (1.15) 


3-2 العمليات المتطورة والعمليات الثابتة : 


من المناسب تقسيم العمليات التصاد فية بالمعنى العام الى صنفين : هما الصنف الثابت 
والصنف المتطور. العملية الثانية عبارة عن عملية يبقى لها نفس التوزيع مع مرور الزمن لان 
النظام اليكانبكي الذي ينتج هذه العملية لايتغير مع تغير الزمن . 
اما العملية المتطورة فهي غير العملية النانية . 
عملية بواسون ND, < O‏ عملية متطورة لان تونيع ۸)0 يعتمد 
على الزمن . 1 
من جانب آخر نظهر العملية (0 حا اللمعرفة فى المعادلة 1.1١‏ 


م5 


وكأنها ثابتة ا ب 
لاتعتمد على الزمن ) الذي تبدأ فيه الفترة للحصول على تعريف اساسي لعملية الثبوت 
نقوم بتقديم مفهوم مجموعة الدايل الخطية . 

يقال ان مجموع الد ليل عبارة عن مجموعة د ليل خطية اذا كان لها الخاصية ' 
الاتية : بنتمي هجموع + الى T‏ لاي عنصرين ٤‏ ,۸ عائدين الى '7 
امثلة على مجموعة الك ليل اعلاه هي ,۰۰-3 ,2 ,1 عد ,0) = 7 ٠7 = )1, 2, ٠٠+,‏ 

T= {fiw > 1> o}. T= 1: : < 0(‏ 
يقال ان العملية التصادفية ‏ [1)7)0,267 ذات هجموعة الديل ‏ 7 
ال 
(Ù‏ ثابتة تماما برتبة رج[ strictly stationary of order‏ حيث ۸ 
عدد صحيح موجب معلوم اذا كان المتجهان العشرائيان ذوا البعد / 


)2 610,٠٠١ X()) and (X(t + رز‎ ٠0 X( F+A)) 


متمائلين بالتوزيع ‏ لاية نقطة 2 400٠0,‏ عائدة الى 7 ولاي 
3 ينتمي الى 7 
(نذ) تابتةتماما اذا كانت العملية ثابتة تماما برتبة 6 لكل عدد صحیح 5 
لكي نبرهن ان العملية التصاد فية ثابتة تماما نحماج الى تحقيق صحة عد د كبير 
من الشروط مثلاً تأمل العملية التصاد فية . (0 < £ ,()3) المعرفة بالمعاد له 1.11 
بسهولة نستطيع تحقيقها بانها ثابتة تماما برتبة 1 اذا بذ لنا جهداً اكثر نستطيع 
تحقيقها اذا كانت الرتبة 2 في الحقيقة نستطيع ان نثبت أن العملية عبارة عن 
عملية ثابتة تماما . لانناقش في هذ! الكتاب نظرية العمليات الثابتة تماما لانها 
نتطلب رياضيات معقدة . 
يوجد مفهوم م آعرللبوت وهومايسمى بأثبوت لبوي > حيث تكون النظرية الخاصة 
به اسهل برهانا ونفيد ان كثيراً من التطبيقات العملية يقال عنها عملية تصادفية [7 ع ,200 
ثابتة تغايرية ‏ 0104 ف اذا كان لها عزوم ثانية محدودة ”7 اذا كانت 
مجموعة دليلها خطية واذا كان قرة تغايرها (5)5,/7 عبارة عن دالة للفرق المطلق 
ا٤‏ -! فقط › بمعنى وجود دالة (7:00 بحيث يكون 


2 ع2 = ورم‎ - 0: (2.D 


4۹٩ 


لجميع قيم : ١‏ ؛ العائدة الى 7 
اوبعبارة ادق » (5)0 لها خاصية ان لكل .+ ,7 منتمية الى ۳ ٠‏ 


Cov{X(D, X(t 0)] = Ro). 2.2) 


يعني المصطلح الثابت التغايري في هذ االكتاب بالنابت الضعيف اوالثابت بالمعنى العام او 
الثابت برتبة كمامستخد مةمن قبل بعض الكتابمثل ام0 ,[1953] 95 , ع9ذه.1 ,[1960] 482 ٠‏ 
نطلق على *٠(‏ دالة تغابر السلسلةالزمنية +120,467 الثابنة التغاير . 

في ضوء المعادلة (0 < + ,(0)×) تعتبر العملية التصاد فية 
في المغال 1٥‏ ثابتة التغاير بد الة تغاير ( راجع الشكل 83.1 ) 


RN) =v {L— |0|} fjl > LZ, (2.3) 
= 0 if jof> L. 


Rv} 


1L 7‏ 57 
الشكل 1 , 3 مخطط دالة التغاير( 8)۷ المبينة في المعادلة 2 . 2 
يجب ان نلاحظ اذا كانت العملية التصادفية ذات العزوم الثانية المحد ودة ثابتة . 
تغايرية فانه ليس بالضرورة أن تكون د الة قيمتها الوسطية كمية ثابتة . اذاكانت ,100) 
٤ < 0(‏ غبارة عن العملية التصادئية المعتبرة في المثال 10 فان العملية التصاد فية 


)2.4( 50+ 9 ا 0 
ثابتة تغايرية حتى: ولوكانت حالة قيمتها الوسطية . 

(9.5) 9 1 + بسر = [(6) EY‏ 
تعتمد على : . ش 


: 1 
م// العمليات التصاد فة 


معنى الثبوتية واستخداماتها : 


نوضح الافتراضات المتعلقة بكون العملية التصادفية ثابتة تماماً بالاقتباس الآتي من 

+: (1959 ( 6غمم8‎ ٠ 

الكون الذي نراه عبارة عن حقيقة مفردة 'لعملية تصاد فية ذات اربعة ابعاد ( ثلائة 
محاور فضائية والمحورالرابع زمني) أن التعبيرالافتراضي الغامض القائل بان توزيع المادة وحركتها 
في منطقة فضائية واسعة هوعبارة عن حقيقة لها نفس التوزيع : 

بماثل الافتراض الد قيق لكون العملية التصاد فية في السؤال ثابئة في ثلاثة محساور 
فضائية . 

عملياً » يعبرعن نفس افتراض الشوتية بالصيغة القائلة بان لكل منطقة فضائية بوجد 
نظام صد فة خاص منشابه في جميع المناطق وبتحكم في توزيع وحركة المادة . 

يجب ان نلاحظ ان العملية التصاد فية تكون ابتة وهذا لابعني ان لدالة عينة مثالية 
للعملية نفس الظهور في جميع النقاط الزمنية . نفترض حد وث انفجار في غابة نائية من 
العالم خلال مجرى التاريخ . نفرض ان 0 عبارة عن كنافة الصوت في الزمن ‏ في 
الغابة . 
ان(> >م-,(2)0) عبارة عن عملية ثابتة تماماً اذا تم اختيار وقت حد وث الانفجار 
منتظماً في الخط الحقيقي . 

تأتي اهمية مفهوم العملية التصادفية الثانبة من حقيقة برهان النظرية الا رجو د كية crgodie‏ 
theorem‏ الاو لى في حالة العمليات الثابتة ومن حقيقة التعريض الاولى للطيف/007مه 
حيث عرف في البداية العملية التصاد فية النابتة . نناقش في هذا البند معنى النظربة 
الارجودكية نناقض اليف في البند 3-6 بما ان تعريف هذه المفاهيم كان سهلاً في حالة 
العمليات التصاد فية الثابتة فانه بالامكان جعل هذه المفاهيم تشمل العمليات غير الثابتة وإلني 
تتكون بصورة علمية من القسم الثابت والقسم الانتقالي رراجع بارزن ١) [1901 e]‏ 


Ergodic theorems: Sg نظريات !لأر‎ 


لكي تكون نظرية العمليات التصاد فية مفيدة في وصف الانظمة الفيزيائية فانه مسن 


۹۸ 


ب 


الضروري ان نحسب من المشاهد ات الخاصة بالعملية التصادفية }0 < 0,1 
الكميات الاحتمالية مثل دالة القيمة الوسطية 
E[X(D],‏ د m(t)‏ 
قرة الغا 
وه ایر Cov[X(s), X(D],‏ = (ره) 1 


ود الة التوزيع ذو البعد الواحد 
Fxq(® = PIX(D < a].‏ 


ان السؤال المطروح هو اذا شاهدنا سجلاً جد ودا مفرداً ‏ 1 2,٠٠٠,‏ ,1 =4 ,0)) 
للعملية التصاد فبة المتقطعة المعلم ( 2,٠٠٠‏ ,1 دع ,(0)) اوسجلا شحد ودا > 0 ,۲)0 
77 > ؛ للعملية التصادفية المستمرة المعلم (0 < 200,4 تحت أي الظروف ر ان 
وجدت ) بالامكان استخد ام هذا السجل لتقد ير الاوساط المركزية مثل الاوساط اعلاه 
بواسطة تقد يرات تكون ادق كلما يزداد طول السجل 7 
ان مشكلة نحد يد الشروط التي عند ها يكون حساب الاوساط لعينة العملية التصادفية 
مطابقاً تماماً للاوساط المركزية المقابلة والتي ظهرت في الميكانيكي الاحصائي باد ىء الامر. 
الانظمة الفيزيائية التي لها هذا النوع من الخواص تسمى بالارجودك (راجع ص اي 
Hr‏ اها [1954)] للحصول على اصل الكلمة ارجودك ) . 
البراهين الاولية الرياضية المقبولة لنظرية الارجود ك ر النظرية الني تخص الشروط الي . 
وفقا لها تطابق اوساط العينة الاوساط المركزية المقابلة ) اعطيت من قبل (I483) von‏ 
Birkhof‏ )1931 د Neınınnn‏ ائبت ١بركوف‏ اذاكانت ١‏ . . ,2 ,| -غ ,0)¥) ۰ 
عملية ثابتة تما ماً فان لكل دالة (7)0 بحيث تكون الاوساط المركزية 
EIg(N(D)Y .‏ 
موجودة لاوساط العينة 
7 
0ه حم 


تتقارب باحتمال واحد [كلما 7 تقترب الى © ). نحتاج ان نضع شروطاً اضافية 
معينةتسمى (بالمتري الانتقالي ) لكي تقترب اوساط العبنة الى الوسط المركزي 
[(())و] ٠٠‏ والذي لابعتمد على . يعطي البرهان الدقيق لنظرية برخحوف 
الارجودكية في كناب Khintehiue‏ (1949) راجع ايضاً Love tS‏ )1960( 
Doob‏ )1958( 


, 44 


مناقشة النظربة الارجودكية للعمليات التصاد فية الثابتة تماما تقع خارج نطاق هذا 
الكتاب . لايشترط في العمليات التصاد فية ان تكون ثابتة تماما لكي تخضع للنظرية 
الارجودكية . كما نبين ذلك الان . 

اذا اعطيت اية عملية تصاد فية متقطعة المعلم ال 2640 
فاننا نعتبر متوسطات الهينة التتابعة 


7 
X() (2.6)‏ 92 - 14 
المنكونة من العينات الاكبرالمتزايدة . يمكن ان يطلق اسم ارجود ك على تتابع متوسطات 
العينة (0--.,1,2- 7 ,ر اذاكانت” ' : : 


(2.7( .0 -[ ناسلا lê‏ 
نفسر المعادلة 2.7 كمايلي : المتوسطات العينة المتعاقبة والمتكونة من د الة معاينة 
العملية التصادفية › تباينات تقترب الى صفر عند ما يقترب حجم العينة 7 الى e‏ 
وهكذ | نستطيع في حالة حجوم العينة الكبيرة '7 ان نكتب /7 مساوية الى متوسعلها 


المركزي بصورة تقريبية . 
2 1 
Mr x E[Mr] = 7 50 (2.8)‏ 
{a1‏ 
معظم دوال العينات التي يمكن مشاهدتها . 


بصورة عامة يقال أن العملية التصاد فية ارجودكية اذا كان لها خاصية استخدام 
اوساط العينة ( الزمن ) المتكونة من سجل المشاهد ة كتقريب للاوساط المركزيةر(اور 
المجتمع ) . الطبيعة العامة لاشروط التي يجب ان تحققها العملية التصادفية لكي تكون 
ارجودك مبينة في النظرية التالية ( راجع بارزن [1938]) 
نظرية 2۸ , 1 


الشر طان اللازم والضروري لكون متوسطات عينة العمليات التصادفية ارجودك 
نفرض أن 1)3)0(,4-1,2,0001 عبارة عن عملية تصادفية لها قرة تغابسسر 
١ ١‏ [2) كه Cov[¥(s),‏ = (ري :1 


٠ 


عبارة عن دالة محدودة » اي توجاء كمية ثابتة o‏ بحيث يكون 

(2.9) ° مآ > 69( ValX()]= K‏ 1,2 عم 
عندما تكون ... 1,2 =1 نفرض ان 0)0 عبارة عن التغاير بين متوسط العينة 
رقم 1,١‏ والمشاهدة رقم م «٠‏ ¥ : 


C(0) = 00), 34 [ = : 2 K(s,). (2.10) 


لاجل ان تتحقق صحة المعادلة 2.7 فن الشرطين اللازم والضروري لذلك 
)2.11( 00-0 غا 


بعبارة ثانبة تكون متوسطات العينة ارجود ك اذا كان الارتباط ( للتغاير) بين متوسط 
العينة ,4 والمشاهدة الاخيرة X)(‏ اقل ثم اقل مع تزايد حجم العينة والعكس صحيح. 
ملاحظة : في حالة غماية التغابر النابت ذات دالة التغابر (0)/ 


C() = 32 R(—s) ر‎ 0). (2.12) 


بتقارب التتابع u = 0, 1,۰۰٠‏ ,(112)0 الى صفر عند ما تقترب 59 الى 58 
اذا كانت 
(2.13) 80(=0 غيا 


ويقال انها تقترب الى صفر في متوسط 55,0 عندما تقترب ٥‏ الى © اذا کانت 


RO) =0. 2.14)‏ اغا 


غا 


يمكننا ان نبين ان المعادلة 2.15 تعني المعاد لة 4 نحصل من النظرية 2۸ على 
الصيغ الانية : : 

متوسطات عبنة العملية التصادفية الثانية التغايرية 2,--١(‏ ,1 = ,() 146 
عبارة عن ارجودك اذا اقتربت دالة تغايرها ()۴ الى صفرفي متوسط 0:ومنا عندما 
تقترب « الى © الشرط اللازم لكون متوسطات العينة عبارة عن ارجود ك هو اقسراب 
0800 الى صفر عنما تقترب « الى م . ْ 


٠ 


برهان نظرية 2۸ ان المعادلة 2.7 تعني المعادلة 2.11 حيث نحصل على ذلك 
من الحقيقة الاتية باستخدام متباينة 51h war2‏ 
Var[X(D)] Var[Md > Ko Var[M d.‏ < 5 00 | 
لكي تبرهن ان المعاد لة 1 تعني العاد لة 2.7 نبرهن اولا الصيغة الانية 


(2.15) و[() pO, — = 92 VurlX‏ د و 
حيث (02-006 لكي تبرهن المعادلة 2.15 تكتب 
Cov[X G), X (%)]‏ د 2 + [(:1) Var[x‏ 3 = [11 ]جو ثرو 


2 > CovfX(), X (E) 2 امهل‎ (J 
=2 3 kO, — 1 Var[X(k)]. 


لكي نثبت ان المعادلة 2.11 تعني المعاد لة 7 رهي ضوء اللمعادلة 2.15 نحتاج ان 
ننبت ان 2.11 تعني ان : 


kO, =0.‏ اغا 


n +® n f= 


لكل 0 < × < ۸, 


1 1 1 
Cel‏ ويج 0.1 | بع ذم S‏ :0 بن كر 


والتي ستقترب الى صفر عند ما تقترب * الى © ثم نقترب ۷ ثانيا الى © وهوالمطلوب 
اثباته , 

ننطيم توسيع مفهوم ارجودك لتوسطات العينة لتشمل السلاسل الزمنية المستمرة 
المعلم . اذا اعطيت عينة ‏ 1 > / > 7)0,0) فان متوسط العينة يعرف كما بلي : 


f X() dt.‏ طدميد 
قبل ان نناقش طبيعة +14 نناقش اولا معنى وخواص التكاملات التي يكون تكاملها 


عبارة عن عمليات تصادفية . نوضح هذا المفهرم في البند القادم . 
4 


التمارين 


احسب لكل من العمليات التصادفية ‏ (1)72)0,4<0 العرفة في 

التمارين 2.1 الى 2.12 مايلي : 

() د الة القيمة الوسطية m() = E[X(]‏ 

K(s,) = Cov[X(s), X()] (فة) قوة التغاير‎ 

(نن د الة التغاير ()۳۴ اذا كانت العملية ثابتة تغايرية 

X(D = A + Bt 21‏ حيث ان 4 , 8 متغيران عشوائيان مستقلان كل 
منهما موزع حسب التوزيع المننظم في وحدة الطول . 

X(D = A+ BI+ CF 22‏ حيث 4 ,8 , 0 متغيرات عشوائبة 
مستقلة لها متوسط يساوي 1 وتباين يساوي 1 


B+ 4 حيث ب كمية ثابتة موجبة‎ X() = A cos wt + B sin wl 2.3 

متغيران عشوائیان غير مرتبطين لهما متوسطان يساويان صفراً وتباينان 
یساویان 62 ۰ 

X( = cos(wt + 8) 2.4‏ حيث ه كمية ثابته مرجبة 0 موزعة 


توزيعا منتظما في الفترة من صفر الى 27 افرض في التمارين 5 الى 
2.7 ان }0 < غ1 )11 عبارة عن عملية ويئر بمعلم يساوي تج . 


25 1770( +1 - )1 حيث 4 كمية ثابتة موجبة 
X(D = 41+ 1170 6‏ حيث 4 كمية ثابتة موجبة 
X= At+ WO) 27‏ حيث ‏ متغير عشوائي مسقل 
عن عملية (0 <,۲)0]) موزع توزيعا طبيعيا بمتوسط ” 
ّْ وتباين م . 


< 


8 نفرض ان (700-70+8 | حيث 70 عبارة عن دالة دوربة 
ذات دورة تساوي 5 وان 0 موزعة توزيعا منتظما في الفترة من صفر الى .] 


9 موجة الجيب الحقيقي ذوالتردد العشوائي والطور العشوائي . نفرض ان 
cos(A! + 8)‏ = )1 حيث 4 0١‏ عبارة عن متغيرين عشوائيين 


1۴ 


مستقلين ١‏ 6 موزعة توزيعاً منتظماً في الفترة من صفرالى +2 ول 4 دالة 
كثافة احتمال 1-((ثم +01 = زمار 


0 موجه الجيب التي يكون لها طورعبارة عن عملية تصادفية . ترف 
(0)م + اس) ومع = X(D‏ حيث ه كمية ثابتة موججة وان 
(0 -؛,0)م) عبارة عن عملية تصاد فية معرفة كمايلي 
,)77 - (1 + )77 = )م 
حيث ان 0 <147700.0 عبارة عن عملية وين بالعلم *م 


1 نفرض أن ,(ثره ہا ر8 + كرف ومع ر4) < = ()¥* حيث أن ٩‏ عبارة 
ادر 


عن غعدد صحيح › وان لك كميات ثابنة موجية ١‏ وان 
Au, Bn ‘°, A4 Be‏ متغيرات عشوائية غير مرتيطة لها متوسطات 
تساوي صفراً وتبابنات تساوي ‏ ([5]87 =[8]47=*ر» على 


الترتيب . 
2 0 <0100,/1) 2 . عبارة عن الاشارة التلغرافية العشوائية ( المعرفة 
فى البند 1-4 ). 


3 نفرض ان (0 <),(0)) غيارة عن عملية تصادفية لها قبمسان 
4 :8 على الترتيب هما الاوقات. التي تتغيرفيها القيم الموزعة حسب عملية . 
بواسون بمعدل متوسط ۰ . تكون قيمتا 4 8 أي من الاعداد الحقيقية . 
الت ثبت ان العملية (70 يمكسنتمثيلها بالمعادلة 4.1 من الفصل الاول 
حنث 50 عبارة عن الاشارة التلغرافية العشوائية . ارجد دالة. القيمة 

الوسطية > قوة التغايرودالة خاصة ()۲ ذات البعدين . 

4 نفرُض ان (0 <غ000.4) عبارة عن عملية تصادفية بتزايد ابت 

مسنتقل يحقق 0 = (0) ۸ 


OE + 2 — [7‏ = لومم 


اوجد داآلة القيمة الوسطية قوة التغاير » ودالة الخاصية ذات البعدين 
للعملية واحد - ناقصس واحد (0 <100,4) العرفة بالمعادلة 4.4 


في الفصل الاول . 


لكل 


5 الموجة التربيعية لبواسون ذات السعات العشوائية . نفرض ان ()3 عبارة 
عن عملية تصاد فية يتكون رسمها البياني من اجزاء افقبة وطفرات ازمنة 
حد وثنغير قيمة (20 تكون حسب عملية بواسون بمعدل متوسط ” 
القيم المتتابعة التي تأخذ ها العملية عند تغير قيمتها في كل فترة زمنية عبارة 
عن متغيرات عشوائية مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي اء ذي العزوم 
الثانية المحدودة . 

6 نفرض أن بن ونه = (/)× حيث « موزعة حسب "ونع النتظم في 
الفترة من صفر الى +2 . () اثبت ان 1,2 ,0 
ثابت تغايري وانها ليست ثابنة تماما. (1) اثبت ان العمايبلة 
0 < ,ةا ليست ثابتة تغايرية وليست ثابتة تماما . 

7 ابت ان کل تتابع د« -؛ ,430 هن المتغيرات العشوائية 
المنمائلة التوزيع يكون ثباتاً 5 برتبة 1 . 

8 نفرض ان 3 , ١‏ عبارة عن متغيرين عشوائيين موزعين توزيعاً طبيعاً 
مستقلا بمتوسطين يساويان صفرا وتباینین يساويان 1 نفرض ان التتابع 
0,1,3 يعرف كما بلي : 
=0 اذا كانت / ليست من مضاعفات الرقم 4 وان 
۲= 0× اذاكانت ؛ مضاعفات الرقم 4 اثبت 1.2.0 =50,1) 

ثابتة تماماً برتبة ل 2. 


9 ائبت اذاكانت 4100.277 ثابتة تماما برتة ‏ فان ‏ 24)0,461(7 
ثابئة تماما برتبة ۸ لأي عدد صحيح ۸ اقل من + 
0 ائبت ان الاشارة التلغرافية عبارة عن عملبة ثابتة تماما . 


الفصل الاول () ثابتة تغايرية (1) ثابتة بصورة تامة . 


0-1 تكامل وتفاضل العمليات التصادفية : 


اذا شاهدنا العملية التصادفية (0 < 0,4)×] بصورة مستمرة في الفاصلة 
> 1 > 0فانه يهمنا في هذ ! المجال متوسط العينة . 


7 
X() dt. (8.1)‏ / ,14 
قبل المباشرة بايجاد متوسط وتباين يجب ان نوضح اولا - تعريف التكامل في المعاد لة 
1 وتحديد الشروط المطلوبة لوجود التكامل 5 
التعريف الطبيعي لتكامل 4 ()× ”ر العملية التصادفية في الفترة ا > ؛ > »هر 
عبارة عن غاية المجموعات التقريبية : 
2ق hd‏ - ين xX‏ ولإغادية 3:0 J‏ 
تؤخذ الغاية ضمن تقسيمات جرئية للفترة [ثرها الى فترات جزئية كما هبين ادناه 
axl <i < <h=b‏ حيث اطول فترة جزئية ‏ (رمط = ) کو 
تقترب الى صفر . 
لاجل تعريف عمليات الغابة المستخدمة في المعادلة 3.2 نعتبر مختلض انواع التقارب التي 


يمكن لتتابع المتغيرات العشوائية ان تقترب البها . ان من اهم انواع التقارب هو التقارب 
باحتمال واحد التقارب في الاحتمال › التقارب في مربع المتوسط 1 


اذا اعطيت متغيرات عشوائية 2,2٠٠‏ فاننا نقول 


(i)‏ ان التتابع (.42 يتقارب الى 2 باحتمال واحد اذاكان 

8.2( ,1 -[2 =2 غا]م 

» < 0 يتقارب التنابع 1201 الى 2 في الاحتمال اذا كان لكل من‎ (ii) 
Lè ]م‎ | Z.— Z| > 1- 0, (3.4) 


(نان) ‏ بتقارب التتابع ,42 الى 2 في مريع المتوسط اذاكان لكل 
متغير عشوائي م2 مربع متوسط محد ود.واذا كانت 

)3.5( 22-21-60 غا 

للحصول على العلاقة بين انواع النقارب يراجم القاريء كناب الاحتمالات الحديثة ص 
5 ندرس في هذا الكتاب بصورة رئيسية التقارب في مربع المتوسط . 


ان لعائلة المجموعات التقريبية في جهة المعاد لة 2 المعنى غاية معينة بمعنى النقارب في 
مريع المتوسط . ان الشرط اللازم والضروري هذ ه الغاية هوان يكون لحاصل الصرب 


[0)ة E[X(s)‏ الذي بعتبردالة ل 0ء) تكامل ريمان ضمن المجموعة 
{(s0:a <s Sba > ) <b}‏ راجع 1oeve‏ ,[1960] ص 472) 


نستخد م النظرية الاتبة بكثرة في هذا الكتاب ولتي سنذكرها بدون برهان . 


نظرية 3۸ 
نفرض ان {X(D,i > O}‏ عبارة عن عملية تصادفية مستمرة المعلم ذات 
عزوم ثانية محد ودة ١‏ وها دالة قيمة وسطية وقوة تغاير 


m() = E[X()], (3.6) 
K(s,) = Cov[X(s), X(0], (3.7 


عبارة عن دالتين مستمرتين !أ 8 ١أ‏ يعرف التكامل x‏ إل وكأنه غاية 
في مربع المتوسط للمجموعات التقريبية الاعتيادية البينة في المعاد له 3.2 لكل0 < ي <ط 
نحصل على منوسط » مربع متوسط ٠‏ وتباين التكامل كما يلي : 


dt, (3.8)‏ )0( ° 1 2 ])( 1ج ° ل - )2 50 2 


2 | ان = 11 8401 ل‎ 1 5 ¥(8)X() ds 2| 5 و‎ 1 5 H[X (s)X )4([ de dt, 
(3.9) 

Var] 1 ده‎ d= f * Cov[X (s), X )0([ ds dt = ا[‎ 1 1 5 K(s,) ds dt. 1 
(3.10) 


1¥ 


5 ا 7 


اضافة الى ذلك » فان لاية اعداد حقيقية غير سالبة © ,6 ,6 d,‏ 


2 3 X (s) ds 18 X() |= =f ds ٠ dt EX (SX (O), (B.D 
Cov], 8 X(s) ds, 00 d| = f ds 1 dt رو‎ (8.12) 


نستطيع ان نذكر المعادلات 3.8 ,3.9 ,3.11 بد يهيا من خلال العمليات 


الخطية للتكامل وتبديل مكان التوقعات . يمكننا من المعاد لتين 38 + 3.9 
استنتاج المعاد له 3.10 : 


val f x(t dt] = 20 30 4:1 Ff 0 3 


f f RIKOXO asar f f ماسهم‎ dedi 1 
J f {EIX)X(D] - mks} ds at 3 0 
3 


1 K(s,t) ds dt. 


بنفس الطربقة › نستنتج المعادلة 3.12 من العاد لتين 8.8 , 3.11 
ہما ان 2052 دالة متناظرة ( اي ان K(t,s) = K(s,]‏ 
فاننا نستنتج من المعادلة 3.10 التعبير الهم الاتي : 


ver] f 0 إبه‎ - 2 f f ds 16 (ارة)‎ )8.13( 5 


مثال : 34. 


ازاحة ة الجزيئة في الحركة البراونيه الحرة : 


تأمل جزيئة نتحرك على خط مستقيم عند اصطد امها بجزيئات اخرى . نفترض ان 
العدد ۷)0 لعدد مرات اصطد ام الجزيئة الى ان يصل الوقت الى ٤‏ هوعبارة عن عملية 
بواسون بمعدل متوسط « نفترض انعكاس سرعة الجر عد امعد Sl‏ 0 
اخرى . وهكذ! فان سرعة الجزئية ستكون س او ه- حيث د كمية ثابتة معلومة 
اذا رمزنا لسرعة الجرئية في الزمن + بالرمز 7)0 واذا كانت سرعة الجزئية الابتدائية 
(7)0 باحتمال متساو تكون « اون فان 

7) = 77 )0()- 

٠. يمل‎ 


0 
mer 


غبارة عن الاشارة التلغرافية العشواثّية . الى حد كمية ثابتة مضروبة تساوي وهكذا زان 
ل 0 <,()۲]) دالة قيمة وسطية وقوة تغاير مبينتان اد ناه : 
E[F(SOV(] = pg‏ ,0ح [2]17)0 


حيث «2 -8 . اذا رمزنا لمقد ارالازاحة من الموقع في الزمن صفراً الى الموقع في الزمن 
٤‏ بالرمز )× فان 


X()= 1 ‘W(t dt. 
نوضح ذلك بصورة اساسبة‎ 


21 V(t dt ۳7 ff V(t) dt, 3 


5 1 1 1 * B[V (t,)V (ta)] dtr dla. (3.14) 


بماان [8)۲)(۲)0 دالة ل () مستمرة فنحصل من النظرية 3۸ 1 


على قيمة موجودة للتكامل 4 (7)2 إل ( وان هذه القيمة عبارة عن غاية في مريعن. . e‏ 
E‏ مد A‏ 0 
ثانيا بحقق, العادلة 3.14 . وهكذا فان مربع متوسط الازاحة سيكون 


El X() e يؤل‎ {oe 8} 


e 1-8.‏ شك 


عند ما تكون الفترة الزمنية قصيرة جد أ او طويلة جداً فسأن مربع متوسط الازاحسة 


سیکرن ن 
2 
EUXOI= ht (¬)‏ 
,)0 ¬1( = 
اي ان 
و EON‏ نا 
مع[ * LEEK (O‏ 


مغال 315 


تكا١'‏ عملية وينر. نفرض أن (0 <110(,4 عبارة عن عملية وينر بمعلم 
يساوي :6 
نعرف عملية تصاد فية جد يد ة O}‏ > 1 ,نام كما يلي : 


2(0) - f x() ds. 
بتكامل عملية وبنر.‎ )2)9, ٤< 0( تعرف عملية‎ 
ان اول خطوة في ايجاد قانون اختمال العملية (7)0(,<0) هي ايجاد دالة‎ 


قيمة العملية الرسطبة وقرة تغايرها . بما ان 0= [(5) ]2 لجميع قيم ووان 
Kx(s) =E[X(S X()] = es for {> 8 > 0‏ عندما0 < 5 < ؛فاننا نحصل من 


النظرية 3۸ على : 
(3.15) لجميع قيم 5 28-0 [()]:1* 1 - [(1) 7 ]ث1 


: نجد تباین ()22 قبل ان نستخرج قوة تغايرها‎ 
Var[Z()] = 11 ' وق‎ 1 ‘du Kx(u,v) = 9 1 ' اگ‎ ' du Kx (uy) 
= f ao f du 2= o f dne’. 
وهكذا فان‎ 


4 (3.16( 


Var[Z(] = >‏ 
لايجاد قرة تغاير (7)0 نکتب (2:08 عندما 0 <و < + كما بلي 
.6 غا(ه - 4 + do‏ ((م) 1 - f (XG)‏ + (2)8 = 2(0 


بما ان[ (0 <800,4) 2-0 تزايداً مستقلاً 
اذن 
(s)X )5([. (3.17)‏ ااذه - ) + E(Z(s)2(0)] = E(2*(s)]‏ 


11۰ 


ان 
x () du] = 1 * E[X(u)X (s)] du‏ * ل[ )8( E(X(s)Z(s)] = E[X‏ 
(3.18 1 ليثم ¥ = u du‏ 8 ى = 


نحصل من المعادلات ‏ 3.16 ,3.17 ,3.18 عندمايكون/0 < 8 < ا على 
o‏ $ (و ع) + E[Z(s)Z(t)] = } os‏ 
2 
)8.19( .)8 -31) نع 5 5 


مثال 30 


المتوسط والتباين لتوسط العينة . تأمل عملية تصادفية <+ تتم 
مشاهدتها بصورة مستمرة ضمن الفترة الزمنية 7 > + > 0 من النظرية 34 يتبين أن 
لمتوسط العينة 1/1 المعرفة في المعادئة 3.1 متوسطا وتباينا يحسبا نكما يلي : 


T 
BAL] = ب ل‎ mt) dl, (8.20) 


FT ٤ 1‏ 
KD, (8.20‏ ا di‏ ب Ê;‏ >[ 1لإمد/ة 
حيث )” و 0)* عبارة عن دالة القيمة الوسطية وقوة تغاير العملية على الترتيب 


نفترض . كمثال . ان 2000 تمثل عدد الوحدات اني تقوم بتأدية الخدمة في 
نظام انتظاريحتوي على عدد من القنوات الخدهمية غير المحد ودة وان هذه الوحدات الخد مية 
تكون مشغولة في الزمن ؛ بمكن ان نبرهن ( راجع البند 4-3 أن دالة قيمة ١)0‏ 
الوسطية وقوة تغايرها يكونان كما يلي . 

mt) = vp لجميع قيم‎ 

8,٤ < 0, )3.22(‏ لجميع قي 2-19 يريرح (إارة) ]1 

اذا افترضنا مايلي : () وصول الزبائن عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكقافة  ٠‏ ۽. 
نساوي ” , (ة) ازمنة خدمة الزبائن عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة . كل منها موزع 


۹۱ 


حسب التوزيع الاسي بمتوسط م , (11) استمرارية عمل نظام الانتظارلمدة طويلة . 
من العادلات 8.20 ,3.21 , 3.22 بتبين ان لمتوسط العينة 34 متوسطاً رتبايناً 


: هبينين كما بلي‎ 
E[Af r] = ولل‎ 
Dy 7T 
Varlî r] 0 4 2 di ds ¢ 
1-5 f d(1 — €) 
2 
ل‎ 2 (1 ١ )3.28( 


نستطيع تحديد طول فترة المشاهدة الزمنية المطلوبة لتقدير المعلمين « ١‏ بم بدرجة من 
الدقة محددة مسبقاً وذلك باستخدام المعادلة 3.23 وبعض العلومات السابقة حول 


هذين المعلمين . 
مشتقات العمليات التصادفية : 


نفرض ان (0 < 0)0,2) عبارة عن عملية تصاد فية ذات عزوم ثانية محدودة. 
تعرف المشتقة ()۸ كما يلي : . 3 


X() لش للك يرز‎ AD, (3.24) 
h—0 

حيث تؤخذ الغاية على اساس التقارب في مربع المتوسط . يمكننا اثبات وجود قيمة 
للجهة البمنى من المعادلة 3.24 كغاية في متوسط المربع ان وجدت قيمتا الغايتين 
AX DZZX,‏ يم 


lim ا‎ 


Aal0. 


3.25( 
سم‎ XO, , +0 | 


A 


والعكس صحيح . الشرط اللازم لتحقيق صحة العادلة 3.25 هو () امكانية 
تفاضل دالة القيمة الوسطية ©)* ([ذ) ا 


2 5 - 9 (3.26) 


1 ۲ 


تكون موجودة ومستمرة . بمكنا ان نثبت وفقاً هذه الشروط ان 
f 2 E‏ = ((غ) ‏ 11 


LN )4(( = n (6), (3.27) 
Cov{x"(s), X'()] = 0 0 ا‎ j= | Cov (se), (0J (3.28) 
= زو‎ gj FD, 
Cov[X’'(s),\ ()] = Cor X(),* (0| - & CovlX(),X(D] (3.29) ` 
- 8 1 ١ 


نلاحظ بديهياً في ايعاد لات 3.283.27 , 3.29 امكانية تبديل موقع عمليات 

التفاضل والتوقع » وبنفس الطريقة نلاخظ في المعاد لتين 8 ٠‏ 3.9 امكانية تبديل موقع 
عمليات التكامل والتوقع . 

يقال ان العملبة التصادفية '0 < /,(1)0) تفاضلية في مربع المتوسط ان وجدت 
قيمة للمشتقة )1 كفاية في مربع المتوسط ولجميع قيم 0 < ؛ 

نفرض الان أن (0 <700(,1) عبارة عن عملية ثابنة تغاير بين توجد لها مشتقة 
)× لجميع قيم 0 < ؛ 
السؤالالمعلروح :هل ان عملية المشتقة (0 < ,()*) ثابتة تغايرية نفرض ان 


Kx(s,t) = Rx(s— f) (3.80)‏ 
عبارة عن قوة تغاير (0 < 1 ,)× اذن قوة تغاير (0 <1,()'*) بتكون 


كما يلي : 
)3.31( )2 )ج22 ساح Kr(s)‏ 5 
x (w) = - +00 (3.32)‏ 


عبارة عن المشتقة الثانية لد الة التغاير مرج . وهكذا فان عمليه المشتقة 
(0 < ؛ ,300) ثابتة تغايرية بد الة تغاير 2 رم)22 تعطي كما يلي : 


Rx) = Rx"). (8.33) 
11۳ 


م/۸ العمليات التصادفية 


نلاحظ ان العملية التصاد فية الثابتة التغابرية ذات دالة القيمة الوسطية المتفاضلة تكون 


تفاضلية في مربع المتوسط اذا امكن تفاضل د الة تغايرها مرتين والعكس صيسح. 
نلاحظ ان العملية الثانية التغايرية ذات دالة التغاير 


R(v) = earl 


لابمكن تفاضلها في مربع المتوسط لانه لايمكن تفاضل ()۴ عند النقطة 0= ر 


معادلات التفاضل التضادفية : 


في كثبرمن الانظمة الفيزيائية ترتبط الكمية الخارجة 0 (والتي يمكن ان تكون › 
ازاحة ء انكساراً . سرعة ‏ تياراً ) بالكمية الد اخلة 1)0 ( قوة ٠‏ فولتية » تيار) بواسطة 
معاد لة تفاضلية . اذاكانت الكمية الد اخلة عبارة عن عملية تصادفيةفان الكمية › 
الخارجة )2 ستكون عملية تصادفية . وهكذ ! سنعتبرالعملية النصادفية (0)× النائجة 

. من حل المعاد لات التفاضاية الخطية . 


)834( 0 1 = )1 )مه + (DEF P(E ٠ ٠ ١‏ رم + (ع) جز )وم 


حييث أن الد اله الد اخملة )1 عبارة عن عملية تصادفية وان المعاملات ():» عبارة 
عن دوال غير عشوائية ( والتى تکون كميات ثابة اودوالاً ٠‏ + ) . العملية التصاد فية 2000 
التي تحقق العاد لة 3.84 بقال انها نتبجة حل المعاد لة التفاضلية التصاد فية . تؤدي مضل 
هذه العمليات التصاد فية دورا مهما في تحليل السلاسل الرمنية . وفي نظرية الاتصالات 
الاحصائية ( راجع المنال 68 ). 


متباينة جيجيجيف. للعمليات التصادفية : 


تعتبرد الة القيمة الوسطية للعملية التصاد فية وكانها نوع من دوال - الاوساط حي 
تجيع خف مفاهم العملية حولها اوقرياً مهافي حالات معينة نستطيع تحديد الوقع 
المجاور للعملية بحيث تقع مفاهيم العملية ضمن ذلك الرقم المجاور باحتمال قوي . مغلا . 
يمكننا برهئة النظرية الاتبة والني تعتبركمتبابنة جينسنجيف لاعمليات التصاد فية ( مقارنة مع 
Whittle‏ [ 1958 ]) » اذاكانت (0 < 0,4( عبارة عن عملية تصادفية 


۱14 


نظرية 38 


نفرض ان (( > ٤‏ > ۾ ,()00] عبارة عن عملية تصادفية في مريع التوسط . 


افرض ان 

CO ع‎ {E} XD | 
C(0) = {EI XO | (3.35) 
فان‎ 


FO] > BC) + CY} + f CCDCD dt. (2.36)‏ موا 


ملاحظة 


FO | > < ET sap XO.‏ يلتبا 
اذن توافينا المعادلة 3.30 بحد اعلى لاحتمال الحادثة >< |0| لعض قيم 
٠‏ : الموجودة بين > + > » اذا رغبنا في ايجاد حد أعلى لاحتمال 
[ لجميع قيم > هم ]<< ناس - نا ]ص 
وقوع العملية التصادفية ضمن منطلقة محد دة مسبقا حول دالة قيمنها الوسطبةفي 
الفاصلة 5 > 4 > ه فاننا نستطيع الحصول على ذلك باستخد ام المتباينة . لجيبع 
قيم ا | 
> >ه > PIXW-mD|‏ 
o; at):‏ نر ب 1ı (EOE PEON 4 f"‏ > 


لكي نوضح هذه النتائج . دعنا نتأمل العملية التصادفية الثابتة التغايرية 
(0 < ,4300 ذات متوسطات تساوي صفرا ودالة تغاير 


RW=e*(I+t+afo|), 


حيث © كمبة ثابتة موجبة 


يما ان 
ove",‏ - ع (م) 22 
,)1 > ]م | R"(y) = fe (e‏ 


فان (0 < رمع تفاضلية وان E‏ 
eî.‏ - (0) ”8 - د [ :| El] X'()‏ 


بماان 1 = (۸)0 = [00]: 2 لجميع قيم , فان لكل فترة من » افاط. 
هزه -0) +1 > E[ sup XX]‏ 
. 5 05 
برهان النظربة 38 لاحظ اولا ان 
(u)X (w) du.‏ اج 5 2 - X*() = 2 (e) +2 ° x'()X (u) du = X0)‏ 
اذن لكل ؛ في الفترة من » الى 6 


222 )( = 20 (a) +X" 6) +2 x (u)X (u) du — 2 / ° ¥ ()X (u) du 
< F(a) + FO) +2 f | تمع‎ (o | du 


نتيجة لذلك ستكتب مايلي : 
cup XD FXO) 4X0) + f | FOX | ©:‏ 
e‏ كه 
بعد اخذ التوقعات نحصل على : 


EK وس‎ XO ك‎ HEK EOD + J EL X'(X() | [ 
LS 1 -. 6 
< EIKO] + EOD + f EKKO du. 


التمارين 
اوجد في التمارين 1اف,3.4 متوسط وتباين متوسط العينة 
x0) dt‏ " لدي 
TFT ho‏ 
*5 %<.0 × عبارة عن عملية بواسون بكناقة م 
۱۹ 


حيث ل 100,4 عبارة عن عملية تصادفية توص في التمرين ذوالعلاقفة 


2 (0<؛,0»×) عبارة عن الاشارة التلغرافية العشوائية ( المعرفة في ابد 
38 0 < هب عبارة عن عملية تزايدة لعملية بواسون ( المعرفة في الخال 


( 1€ 


000,1 0 34 


عبارة عن تكامل عملية وينر( المعرفة في المثال 38 ) 


5 البت عدم امكانية تفاضل عملية وينر في مربع المتوسط . 
تأمل في التمارين 8.6 الى 3.11 عملية تصادفية ثابنة تغايرية 
{X(D,t > 0(‏ ذات دالة قيمة وسطية يمكن تفاضلها ودالة تغاير. 
(۴6 معطاة : () هل توجد مشتقة تصادفية X")(‏ ( كفاية في مريع 
النوسط ) ( ان وجدت مشتقة تصادفية اوجد لكل عددين 
حقيقين « ١‏ ) ما يلي : 


( E(X(OX’(D], 
() EIX(JX'( + 9]. EX OX( + w0], 
(0) BX (DX'G + 1 


لاحظان » ١‏ 8 كميتان موجبتان ابتتان 


3.6 
3.7 
38 
3.9 


3.10 


3.11 


EB(o) = امام‎ 6 Bo + 6 م هله‎ |v 1 
R() = :واه + )امهم‎ 
1 
20١ ,اله دع : - ا كد‎ where a 2 ê; 
R(u) = e-all; 
1 
R0) = oF أن‎ 


RG) = sin ad 
hig, 


اوجد في العمارين 2 الى 3.14 قرة تغاير العملية التصادغية 


110,4 > 0( 


المعرفة كما يلي : 


HE 
re=} ل‎ X(s) ds, 


حيث 1 كميةثابتة موجبة . وان ل 0 < ؛ ,0)×) قوة نغاير معطاه 


3.12 


Cov[N(O, X(0]= o* min (4,0. 


1۷ 


کرو 


O 38‏ < ,0 عبارة عن ثابت تغايري بدالة تغاير 
{XWEZ O B14‏ عبارة عن ثابت تغايري بدالة تغاير 
RO =1-= || if fol > 1‏ 
ماعدا ذلك 0 = 


.3 العمليات الطبيعية : 


يتضح الدورالاساسي للتوزيع الطبيعي ( توزيع كاشبان ) في النظربة الاختمالية كما يلي 
ل يكون توزيع العديد من المتغيرات العشوائية المستخدمة في تطبيقات نظرية الاحتمال 


(ب) أن قانون الاحتمال الطبيعي اسهل وانسب في التطبيق . وبنفسس الطريقة تؤدي 
العمليات الطريقة دوراً مهما في نظرية العمليات العشوائية بسبب : 

0 تقريب العديد من العمليات العشوائية بالعمليات الطبيعية . 

(ب) دراسة العمليات الطبيعية اسهل من دراسة العمليات الاخرى . 


المتغيرات العشوائية الموزعة توزيعاً طبيعيا : 
توزع المتغيرات العشوائية م ٠٠٠,‏ ,د توزيعاً طبيعياً اذا كانت دالة الخاصية 
المشتركة لهذه المتغيرات لاي عدد حقيقي U1 * ٠ * gy ny‏ كمايلي : 


uk ote) (4.1)‏ $ ح exp (f 2 um;‏ =( ر د ا ...ےب 
دل دع 


j, 8 = 1, 2,٠00 ,22 حيثك‎ 

وان 

Xr]. (4.2)‏ ]009 ح بو m;= EX j],‏ 
اذا كانت لمصفرفة التغابرات الاتية : 


Kr Kis er Kin 5 
K= Kot K2 25 Kan (4.3) 


TTT E E E عر لا بها ته‎ 9# 
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مصفرفة مقلوبة 
Kr‏ 30 عر 
| : |= 
5 2 نيه 7 
فاننا نستطيع برهنة أن 1 ما ٠٠٠,‏ ,× كثافة احتمال مشتركة لاي عدد حقيقي 


و ٠۰‏ رر وكما يلي : 
(يته , ٠٠8‏ ر2 EIT‏ 
(44) , »م — exp 8 3 2 (z; — m;)K* (u,‏ 12 0 و 5 


وان | + | محدودة المصفوفة > نخدم صيفة مقلوب 
كنافة الاحتمال المشتركة للمتغيرات العشوائية .× ٠٠٠,‏ × لكي نبرهن المعادلة 4.4 


. وكما يلي 
r. x 4 9 )4.5(‏ ي e tzu, n)‏ 5 ] جلي - 


لكي نبرهن المعاد لة 4.4 بصورة كاملة نحتاج ان نبرهن ارلا لاي عد د حقيقي 
ل , “,د ولاي مصفوفة معرفة  4)7,(‏ للا مقلوب (*كم1 ان 


/ ر‎ opi wy ا‎ uk an] dur **' duy 
©” 3 د حآر‎ 


27)" ]-4 3 يم‎ | ê 
= VTE] Exp کر‎ HF: kt - ( 0 


حالة اشتقاق المعادلة 4.6 يراجع القاريء کتاب عن و0 (1946) ص 118 


او )1956( Friedman‏ ص 105 
تعرد بف العملية الطبيعية : 
تعرف العملية التصادفية ٠:‏ (1 »/,(5)0] بانها عملية طبيعية اذاكان لاي 


ا يي ,ا عائدة الى 7 تكون 
المغيرات العشوائية ٠‏ (00-.,(0 موزعة حسب التوزيع الطبيعي المشترك 
۱114 


x 


بمعنى آخران دالة خاصية هذه المتغيرات تكون معلومة لاي عدد من الاعداد الحقيقية 
Ua; n‏ وله وكما بلي : 


Pz O. رون كل‎ ٠*١ لماي‎ 1 


= 77] رعو‎ uN) FF XK (.)}] 


= opi IX (Jj ğ FD uu CovlX CD, ¥ «lj. 4D 
رز ا‎ 


باستخدام المعاد لة 5 نحصل على معلومات مفيدة في ابجاد قانون الاحتمال 

بصورة كاملة للعملية وايضا من معرفة دالة القيمة الوسطية [7]1)0. وقوة التغاير 
XO].‏ رما ]عون 

تعتبر عملية وينرعبارة عن مثال للعملية الطبيعية . نبرهن ان عملية ويئر 0 < ) ,۲)0 
عبارة عن عملية طبيعية ضوء المعادلة 4.7 . لكي نبرهن ذلك ننبت ان دالة خاضية 
XD,’ , Xe)‏ المشتركة أ » نقطة من النقاط الزمنية ,١ا ٠٠٠,‏ ,را تكون 
على شكل ا معاد لة 4.7 

Pept أو لار كأ‎ - 10 ti jl, MiD (t0) ١ 
عملياً لايمكن برهنة ان العملية التصاد فية عبارة عن عملية طبيعية وذلك من خلال تعريف‎ 

المعاد لد 7 وانما باستخدام النظربتين 48 , 413 


الاجراءات الخطية على العمليات الطبيعية 


ان اي عملية تصادفية . منل TE) ds, X(D, or X( + 1) — F(4‏ ل 
بالامكان الحصول عليها عن طريق الاجراءات الخطية على العملية الطبيعية وهذه الخاصية 
من اهم فوائد العمليات الطبيعية . ثبت صحة هذا القول بالنظريات الآنية ٠‏ 


نظرية : 4۸ 
الخاصية الاساسية للمتغيرات العشوائية الموزعة توزيعاً طبيعياً : 


مشتركة . نفرض ان Fm‏ 0ك عبارة عن د وال خطية للمتغيرات aT‏ 


1 


Y= واه‎ + ces لل‎ ٠٠١4 سه‎ 

: : (4.8) 

Ym 0 206 ++ Cakes 4 a + Cmnn 
: اذ ... ستكون موزعة توزيعاً طبيعياً بصورة مشتركة بد الة خاصية مشتركة‎ 


tits Cov[¥ Yl |‏ ,2 }— [ه Cl ° ° °» An) = exp i2, wl‏ يوري برك 
1= در 


)4.9( 
بينما فى حالة 2,000 ,1 ع ث رق 
)41.10( لما ظيره ع ١‏ ٠٠ل‏ ]ره = EY]‏ 
Cov[X a, 4. (4.11)‏ ب بوره 2 = Cov[¥,Yr]l‏ 
s,m‏ 
البرهان حقق اولاً ان 


(E wes 0 )4.12(‏ 3 - كير wD‏ بل رظر با 


ym‏ أ ml‏ حر حدق 


عندما .ير ٠...‏ ,ر = ا نفرض ان ر 3 = ل من المعادلة 4.12 نحصل على 
i-1‏ 


Ory, ° > و‎ o) = Ox, عع‎ x ts o n). (4.13) 


اذا اوجد نا قيمة الجهة اليسرى للمعادلة 4.13 وذلك باستخدام المعادلة 4.1 نحصل 
على النتيجة المطلوبة . 
مثال : 44 

باستخد ام النظرية 1.6 نحصل على ان عملية وبنر (0 < 1)0,4) . عبارة عن ' 
عملية طبيعية وكما تلاحظ ادناه : اذا اعطيت # من اللقاط الزمنية 
ب > > ا > افرض ان NED, T= KOD,‏ = لك 

Va = XN) — لم أ‎ 

من الفرضيات السابقة تكون ١آ ٠٠٠,‏ ,٠إ‏ بن ٠١‏ ر توزيعا طبيعيا ويذ للك 
E E 0‏ ).0 ) کترتیب خطي | 
ا ين لك كد NEN,‏ موزعة حسب التوزيع الطبيعي المشترلك 
وات (0 < ا ١),‏ عبارة عن عملية طبيعية . 


فل 


نظرية 
افرض أن التتابع 2 عبارة عن متغيرات عشوائية موزعة حسب التوزيع الطبيعي 
وان هذه المتغيرات تتقارب في الوسط التربيعي الى المتغير العشوائي 2 . اذن 2 يكون 
موزعا حسب التوزيع الطبيعي . 
البرهات : 
لكي ننبت ان 2 موزع توزيعاً طبيعياً > تنبت اولا ان د الة خاصية 2 
يمكن التعبير عنها بدلالة الوسط والتباين وكمايلي : 


Var[Z).‏ مط - [2]لسفاصت = (م) وم 


وهكذا برهن أن 2 موزع توزيعاً طبيعياً اذا البتنا ان 


im (نتاروم‎ = ez (u), (4.14) 
[,2]ظ سنا‎ = EZ], lim Var[2.] = Var[Z]. (4.15) 
: نحصل من الحقبقة الاتية‎ 


lim E[ | حمة‎ Z|* ]=0 


٠‏ على ان 
,0> }| 2~ .2 | ]لا > [| 5 -,2 | ]8 > | [8]2 - EZA‏ 
,0ح ]| 2 - .2 e() | = | Ee" — e**] | > |u| E[|‏ — )0( يرم | 
0ح ]2 — Z2. — | + EZ,‏ | ]ع ]2 — el] - eZ] |* > 2Z,‏ | 


عند ما تقترب ۶ الى © وهذا هر المطلوب الباته . 
مثال : 413 


افرض (مه > ١‏ > ب - ,()3) عبارة عن عملية طبيعية ثابتة تغايرية ذات وسط 
يساوي صفراً ودالة تغاير ()2 . اذا فرضنا بالامكان اشتقاق 80 اربع مرات ان 
220 يمكن اشتقاقها مرتين في الوسط التربيعي . 


ان لاي + ستكون المتخيرات العشوائية ‏ ()"× 3000٠١‏ ,0)× موزعة توزيعاً طبيعياً 
مشتركاً بمتوسطات تساوي صفراً ومصفوفة تغاير مبينة أدناه : 


يفن 


E(x (] خمائة‎ )0(2 )([  EX(X”()] 
EX (OX EKO] قا‎ )07 )0[ 
EX"(OX 0([ E[X"(DX'(O] EX"¢)}"] 


R(O) ° 0 - 8^ @( 
3 0 200١ 0 )4.16( 
- R^ )0( 0 R^) 


حبث تمثل مشنقة (8)0 رقم ۾ عندما تكون () 8 ,2,۰۰۰ ,1 = ) 


الاساليب غير الخطية للعمليات الطبيعية : 


ان للعمليات التصادفية 0 < ,۲)9 التي نحصل عليها من العمليات الطبيعية 
باستخد ام الاساليب غير الخطية اهمية خاصة في التطبيقات الجارية على العملية التصاد فية 
للحصول على نتيجة لاخطية . ندرس في هذا الكبَاب المشاكل البسيطة المعلقة بالاساليب 
غير الخطية للعمليات الطبيعية ونقصد بالمشكلة هو ايجاد دالة القيمة الوسطية وقوة تغاير 
العملية التصادفية (0 </,17)0 الناتجة عن العملية الطبيعية بسبب الوسائل 
اللاخطية . 


نظربة 40 
افرض ان (0 < ؛ ,1700 عملية طبيعية لها متوسط يساوي صفراً وقوة تغاير (1)5,0 
نكتب في حالة الاعداد غير السالبة مايلي : 


E[X *)([ = K(LD, (4.17 
Var[X %0] = 2K AED, . (418( 
Cov[X %(s),X 9] = 2K ر#رة)*‎ (4.19) 
E(XOXG + h)] = KC + BD, (4.17) 


Var[X(OXCG + 8([ = K(LDEC + h, t+) + Kt و( حل‎ (4.18) 


Cov[X(OX(s + RB), XOX 0 
= K(sDK(s + h, tL) + K(s,t + (1) + hy). (4.19) 


البرهان : 
مباشر نحقق صحة الاد لتين 4.17 . 4.17 
۳ 


لكي نبرهن المعاد لات ,'4.18 ,4.19 ,4.18 : 4.197 تلبت اولا المعاد لة /4.19 ان 


002: (1:4 + 7 2002) ND] = EIX(OX(s + DXKE A)| 
— م( ]له‎ + DIEIXOX( 701. (420) 


لاجل تقييمالحدالاول في جهة المعادلة 4.20 اليمنى تستخد م الصيغة العامة الاتية للعزم 
المضروب الرابع للمتغيرات العشوائية الطبيعية ذات الاوساط التي تساوي صفراً . 
EXANEIX:X‏ = ل EXXsXX‏ 
B{XIXJE(X.X‏ + 
)421( ]7 + 
نبرهن المعاد لة 4.21 باستخد ام الحقيقة الانية 


34 
2 زو م ا‎ = Jun Ota Ou du PF ,F» x, 0, 0, 0, 0). (4.22) 


Now, 
4 
Px xx 2, a, 4) = exp [- 1 2 uu; EX ع‎ 1 . )4.23( 
سار‎ 


لتسهيل عمليات الكتابة » نفرض ان © تمثل جهة الماد لة 4.23 اليمنى »ثم عرف 


4 
7 = 2 uE{X XJ. 
=1 
اذن‎ 


862 
du, = - pr,‏ 
ب8 
]ل ~ Fala‏ يبون وبيج 
DE[X,X:) + LE(XıX:] + DE[XsXal},‏ + متسلمط - )م 81 6 
LlsE(X,X,]‏ - [: و |تاسلمة - سامسلاسلمطةام = 


Ot Ota 01 duy 
— LEX :X:] > [ه 1 اسلو‎ 
— DEX 1X] — LEX 1X] 
+ EXXJEXsX A + ERX EIX:X 
(4.24) 


مات و اوه 
هن اللمعادلتين 4.22 . 4.24 نحصل على المعادلة .4.21 . 


تتحقق ضحة المعاد لة 4.21 حتى لركانت بعض التغيرات العشوائية . ,× روك رول ل 
متطابقة .تفاصيل المعادئة 4.21 موضحة في المكملة 45 . 


4 


باستخدام المعادلة 4.21 نحصل على ان جهة المعادلة 4.20 اليمنى تساوي 
BD) + BIX(OXG F MEX + 0‏ سد E(X(QX(DJEX(s + XK‏ 
وهو المطلوب اثباته في حالة المعاد له . 
متال 40 ) 
نفرض ان (6 >+>مه-,0)] عبارة عن عملية طبيعية ثابتة تغايرية لها 


سطات تسا أ ودولة تغاير (2)0. .ان 
بع e< < oo)‏ سردم 


عبارة عن عملية تغابر ثابتةذات دالة قيمه وسطية . 


)4.25( (8)0 = [2)0 ]82 = )ديه 
ودالة تغاير : 
)4.26( 212 = ])5 ل )2 Cor[X 2), X‏ ع Rr)‏ 


أن حل اسئلة العمليات الطبيعية يكون اسهل من حل العمليات التصادفية الاخرى. 
والامغلة على ذ للك كثيرة ومنها مشكلة توزام عدد الاصفار في الفاصلة © الى ( للعملية 
التصادفية (0 < + ,35)0) اومشكلة تحديد توزيع القيم العليا 
| 00 امن 


للعملية التصادفية ضمن الفاصلة » الى 6 تظهر هذه المشناكل بصورة طبيعية في 
الارسال الاذاعي › الموجات المضطربة › الاجهاد ء ودراسات التعويل . yإزازوناه‏ 
معن دام وحتى باستخدام العمليات الطبيعية لهذه المشاكل فانه من الصعوبة بمكان 
ایجاد حل كامل لها . 


يحتاج الشرح المفصل لهذه المشاكل الى رياضيات معقدة تقع خارج نطاق هذا 
الكتاب. نوضح في المثال 8 نطبيقات هذه المشاكل فة الاحصاء . 


المككملات : 


ه4 نعبر عن دالة كثافة الاحتمال المشعرك للمتغيرات العشوائية ٠٠١, ٠‏ ,و ,× 
ذات التوزيع الطبيعي المشترك ولاسباب عديدة بدلالة ارتباطهما «دم وتباينهيمما 
2 وكما يلي : 
e, o2 = Var[Xj]= Ks‏ يوم 


١ 


ائبت بد لالة نظير مصفوفة الارتباط م 
٤ 055 |‏ د 
مم ۰۰۰ pr‏ 
ان صيغة د اله كثافة- الاحثمال المشترك ل : من المتغيرات العشوائية الطبيعية 
المشتركة تكون كما يلي : 
E ET‏ ج #n)‏ و** 22 JF prs x1,‏ 


MIN ya f Dk = Rk 1‏ ح Ê Fj‏ 1 
CH )‏ مر x exp | 2 aj‏ 
حيث إم| محدودة المصفوفة م 
8 ابت في حالة المتغرين العشوائين ,× ,رج الموزعين توزيعا طبيعيا مشتركا متوسطين 
يساويان صفراً وتباين 2ه , *د» على الترتيب ومعامل ارتباط ,م ان 
112 (تروقرو(م — Bleek? t+] = (1 — Pif + aos?) - Aurua(1‏ 
4.27( 
تلميح : ابت فم استخدم الحقيقة الاتية : 


E8 e Dest +tbzy+e dy dy = (ae — 2)12,‏ ر 


4C‏ اثبت في حالة المتغيرين العشواتبين ,٨ء‏ #بمنوسطين يساوبان صفر ان 
Cov(X, X2] = 2{B{X1X2]} 3.‏ 

0 العزم الرباعي لحاصل ضرب مربعات متغبرات عشوائية طبيعية . اثبت اذا كانت 
المتغيرات ,جز ,ر بر موزعة توزيعا طبيعيا مشتركا 


راذا كانت ك1 EX; j=‏ - خركة رلا فان 


]7[ 3 ]ةلله + ل 4EXX,XEIXX‏ > (و ناو ناولا ]لط 
4E*[XıX [7]‏ + 
16E[XıX»JE[XıX JE(XsX.BXaX J‏ + 
JEX +X 4]‏ 1 171[ ]1[ 2 طاظة1 + 
7 ةج ]8[ 16E{XıXE(X1X‏ + 


عي عزوم العمليات الطبيعية العليا. افرض ان (7 » ؛ ,()2) عبارة عن عملية طبيعيةبد الةقيمة 
[() ]2 وسطين تساوي صفرا ائبستعد م وجود جميع الرتب الفردية لعزوم (): وان رتب 
العزوم الزوجية يمكن التعبير عنها بدلالة رتب العزوم الثنائية بالصيغة الاتية : 


1۹ 


افرض ان ۾ عدد زوجي صحيح وانم؛,.....معباره عن نقاط عائدة الى ,7 وان 
بعضا من هذه النقاط تكون متطابقة ان 
r4) ‘° X()]= ZEX( X(t] ٠٠١ EIX(,_)X("l, (4.28)‏ 


حيث يكون المجموع ضمن جميع ترتيبات تقسيم النقاط * الى ۸/2 زوجياً 
ان عد د الحدود الموجودة في المجموع تساوي (3()2-1 -م) ...1.3.5 
تلميح : اوجد تفاضل دالة الخاصية . المرجع الد ور الاساسي الذي تؤد يه المعاد لة 
4.28 في نظرية الحركة البراونية شو کتاب ,)1945( p. 332, Wang and Uhlenbeck‏ 
معاد ل 42 


۴ صنف العمليات الطبيعية المتعلقة بعملية وينر. افرض ان (0 <300,2) عمارة 
عن عملية طبيعية بمتوسطات تساوي صفرا وقوة تغاير بالشكل الاتي 
K(s) = E(X(OX(D] = u(s)ut) for sS‏ 
لبعض الد وال المستمرة ( )ن 2)١(‏ اذا كانت النسبة 
uD.‏ 
a(t)‏ = 


مستمرة ومتزايد ة بصورة مضطرد ة وبد الة مقلوبة ().» فان العملية 
بالقلة - )ر عبارة عن عملية 
ويئر ( ححيث1- م) . مثال . أذاافترضناان 0 -1): = (,506 عند ما؛ > 5 فان . 
u) = 1-0, al) = (+ D, FO = (+ 1004/1 1((«‏ بو - زمار 
(مصدر هذه النتائج من كتاب [ط 1949] امم« ) 


التمارين : 


لكل من العمليات التصادفية (0 < 8)0,4) المعرفة في التمارين 4.1 الى 4.5 . 
() احسب E[X(D),‏ = )يم ٠‏ 
(i)‏ اپ _ K(,) = Cov[X (8), X(0],‏ 
(ذن) اذكر () اذا علمت أن العملية تغابرية ثابئة . 
(«) اذكرهل أن العملية طبيعية أم لا . 
افرض أن العملية (0 < ١‏ ,()7) في التمارين 4.1 الى,4.3 عبارة عن عملية 


ونر بالعلم د . 


١ 


1-4 )217 -1) = رويط اذاكانت ,1 > :> 0 


0= اذ ا کانت 1 > ٤‏ 
42 ,7)89 =()* حيث 8 كمية موجبة ثابتة 
X() = WD.‏ 


43 
ي4 العملية ذات الارتباط التام ,× X=‏ حيث × موزعة (ه,«)۷١‏ 
45 ,۲0 - 1 +ع ب 0× حيث (0 ١<‏ ,100 عبارة عن عملية طبيعية ذات 
E\Y(D] = a + Bt, CovlY (tH), F(t + u] = gv,‏ 
46 هات مثالا يوضح وجود متغيرين عشوائيين X1‏ و,ج لكل منهما توزيع طبيعي 
مفرد بدون أن يكونا موزعين نوزيعا طبيعيا مشتركا  .‏ م e‏ 


تلميح ا افرض أن 3 , ۲ مستقلان وموزعان (3)0,1 . نعرف 


if ۲, > Û,‏ )| و | (Ft,‏ = و 
(Tr, ~|¥e|) if YF <0.‏ = 


Ornstein-Uhlenbeck عملية‎ 7 


بالامكان تكوين نماذج للحركة البراونية تعطي مفهوماكثر واقعية من عملية وينر. 
احدى هذه النماذ ج هوعملية Ornstein-hlenberk‏ (نسبة الى Uhlenbeck‏ « 
Ornstein‏ :[1930] راجع ([1942] طم ). يقال أن العملية التصادفية (0 < +,۸)9] 
بانها عملية Ornstein-Ullenbeck‏ بالمعلمين 0<ه ,8<0 اذا كانت 
عملية طببعية تحقق ٤‏ 

EIN(D]= 0, Cor[X(e), NO] = لل !8 هيو‎ 

عبر عن عملية عامءطدوترانآ-مم مم0 بدلالة عملية وينر وذ لك باستخد ام 

المكملة ,47 . 1 


35 غاية العمليات التصادفية عبارة عن عمليات طبيعية : 


من المعروف أن المنغيرالعشوائي ٣إ‏ المو زع حسب توزيع بواسون بمتوسط ١‏ يوزع بصورة 
تقريبية حسب التوزيع الطبيعي اذا كانت × كبيرة . بعبارة ادق افرض أن 


(5.1) ش : 20 عي 


1١8 


عبارة عن التعبير القياسي ل (بمعنى ان + دالة خطية ل لها متوسط يساوي 
ضفراً وتباين يساوي 1 ) أن *لر موزع تقریاً حسب التوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي 
صفراً وتباين يساوي 1 أو أن لكل عدد حقيقي ,ا 


lim log عيرم‎ (u) = — $u )5.2( 


نستخد م المشاهدة الاتية لكي نبرهن المعاد لة 5.2 . افرض أن × عبارة عن متغير عشوائي 
بلوغارتم دالة خاصية ها المفكوك الآتي لكل عدد حقيقي ,» . 
(u) = imu — o" + K@ | 2 |, (5.3)‏ رم log‏ 
حیٹ ,[3]:ه؟ ٠=‏ ,[×]5 دم K١‏ عبارة عن كمية ثابنة موجبة مستقلة عن 
» وان 6 تومز لكمية تعتمد على ,, وذات قيمة مطلقة اقل من 1 . 
أن للمتغير العشوائي القياس ”(/١‏ - تا) = + لوغارتم د الة خاصية 
&olul’. (5.4)‏ + دق - = (ن) هرم عهآ 
تعني المعاد لة 5.3 المعاد ل 5.4 و ذللك من الحقيقة الآتية 
عو 3 (e) = e‏ + 


تناقش برهات المتغير العشوائي X‏ ا موزع حسب توزيع بواسون بمتوسط ۸ الذي يكون 
توزيعه طبيعياً عند ما تكون .« كبيرة كما بلي . أن لوغارتم دالة خاصية × كما بلي 


u | (5.5)‏ | م ئجي سجن = )1 —*“ log e, (u) = (e‏ 
اذن تتحقق العادلة 53 غندما ٠=۸‏ ,ردج من العادلة يق 
log o,*(u) = — + elu (5.6)‏ 
نوی في المعادلة 5.6 ان بر , (7)0,1 تقريبا عندما تكون قيم ١‏ كبيرة. 


العمليات التصادفية الطبيعية التقريبية 


يقال ان العملية التصادفية (2 4 ,10500 طبيعية تقريباً اذا كان لكل 
هجموععية منتهية م و °° ty b2,‏ متغيرات عشوائية )ا و٥٠٠ XN, X(t),‏ 
موزعة تقريباً توزيعاً طبيعياً مشتركا . بعبارة ادق يقال ان العملية التصادفية 11 »1 ,9)*) 
بعزوم ثنائية محد ودة ولها قانون احتمال يعتمد على معلم ما انها طبيعية بالعزم عند مسا 


1۲4 
م/4 العمليات التصاد فية 


يقترب ذ للك المعلم الى حد معلوم ؛ اذا تحقق الشرط الاتي لكل مجموعة منتهية ٠‏ روا ررغ 
٠‏ عائدة الى 7 : أن دالة الخاصية المشتركة للمتغيرات العشوائية القياسية 


X*(t, ***, Fs‏ خث 
xX - 1‏ _ 
5.7( = 


نحقق ر لكل بع# ٠٠٠روا‏ ) ما يلي : - 


108 Pye)... متكا يرو‎ 248 * ° °» u) ساح‎ 2 2a ل001١‎ X (te) urs 


)5.8( 
عند ما يقترب المعلم الى الحد المعلوم 3 حيث 
x 0)) = EE (59)‏ ,ررم جزم 
عبارة عن الارتباط بين ()× , )52 
مبثاتك ھڅ : 
عماية وبنر كنموذج للحركة البراونية : 


نرى النموذج التي لحركة الجزيتة على طول خط نتبجة للاصطد امات العشوائية 
الهائلة للجزيئة مع الجزيئات الاخرى . افرض ان الجزيئة عند الوقت صفر - تكون في 
الموقع صفرا اقترض أن الازمنة بين الصدمات التتابعة عبارة عن متغيرات عشوائية 
مستقلة موزعة نوزيعا اسيا بمتوسط .1 نستطليع ان نوضح أن عد د الاصطد امات NO‏ 
في الفاصلة من صفرالى ؛ عبارة عن عهلية بواسون بكثافة «( راجع بند وو . 
فترض ان تأثير الاصد ام على الجزيئة هو تغيير موقع للجزيثة بمسافة تساوي ي او ,م 
ناحتمال يساوي 1/2 في كل اتجاه . 
نمثل الموقع ()× للجزيئة في الزمن ‏ كما يلي : 

5-0 : يد 


X(= DL Yn (5.10(‏ 
حبث .3 مقد ار تقيبر الجزيئة نتيجة للاصطدام ,, . نفترض في المتغيرات العشوائية 
(«) ان تكون مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي 7 لكي نحصل على 

PY = a] = PÎY =~ a] =}‏ 
حيث م كمية موجبة ثابنة معلومة . يمكن ان نوضح أن 0 < ؛ ,0)) عبارة عن 


خضل 


عملية تصادفية بتزايد مستفل ثابت وبدالة خاصية ذات بعد واحد ( راجع عمليات 
بواسون المركبة فى البند 4-2 ).. 


vt Ele" — 1]. (5.11)‏ = )%4( برع يرب log‏ 
باستخد ام المفكوك الاتي نحصل على 
Ele" —1]= uEIY)— FEY] +0 | « EL ¥ |‏ : 
,| 6س a"‏ - = 


حيث 90 ا ست د ل . اذا عرفنا 


,و = ي 
- فان لوغارتم دالة خاصية 9)* بكون كما يلي : 
x (u) = — uot + aê | u rît. 6.12)‏ 10 


افترض الان اقتراب كثافة الصدمات”< '..» وان حجم كل صدعة يقترب الى صفر 
بطريقة معينة بحيث يكون جاصل ضرب ٣2۾‏ لا يساوي كمية ابنة (تمثل مجموع مربع 
متوسط ازاحة الجزيئة في وحدة الزمن) . اذن 

log oy, (4) tends to — uot. 
وهكذا ستكون (0 < + ,47300 بصورة تقريبية عبارة عن عملية وبنروذ لك لانها موزعة‎ 
. بصورة تقريبية حسب التوزيع الطبيعي بتزايد مستقل ثابت‎ 


مثال :58 

استخد ام العمليات الطبيعية في ابجاد توزيع تقريبي لأختبارجودة توفيق د وال توزيع 
معيئة . اذا علمت بوجود مشاهدة مستقلة ا ٠.٠,‏ ,لا بد ال توزيع مستمرة مشتركة 
محدودة ۴)١‏ »ء نختبر الآن الفرضية القائلة بان حالة التوزيع المعلومة ےر تكون 
صحيحة وذلك بمقارنتها ع دالة توزيع. العينة 9 . نعرف ()7 بانها کسر 
المشاهد ات التي تكون اقل أوتساوي” :د . يوجد قباست للاعراف بين (ے)ے۴ , (ے)۴ 
وثما قياس كولموكروف - مرنوف, 


Vn supremum | F(z) — F(a) |‏ حر 


۱۴4 


Cramér-von’ Mises وقياس كريمر - فون مهاسيس‎ 
17 8 [Fa(z) — F(a) QF (x). 


نثبت اذا وضعنا المشاهد ات حسب الترتيب التصاعدي ,20 >> ٠٠١‏ ک 25 > ونه 


ان 
nF (zd,‏ حي ,)1 vn Ds= max 1 nF (ej) — (j—‏ 


.لاسر 


92-1 1__ه: 
چ 


لايعتمد نوزيع المغيرات العشوائية .2 ,178 وفقياً لفرضية ( العدم ) القائلة بان 
للمشاهدات م 231,٠٠١,‏ دالة توزيع (2)” اذا افترضنا أن ()7 مستمرة لان 
٠٠٠, ”)2(‏ ,( )۴ موزعة بصورة منتظمة في الفاصلة صفر الى ١‏ (راجع کاب 
الاحتمالات المتقدمة ص 314 ) لكي نشتق نظرية التوزيع ل .2 ۳١,‏ نفترض أن 
F(»)‏ عبارة عن التوزيع المنتظم في الفاصلة صفر الى.1 (بحيث + > (7)2 عندما 
1 >2 >0 ) وان المتغيرات العشوائية المستقلة .30 ٠ ٠١,‏ ,2 موزعة بصورة منتظمة في 
الفاصلة صفر الى 1 نعرف اذا كان 1 > > 0 ميلي : 


Y.() = vr [F(t - f] (5.18( 


حيث ٨.)(‏ الجزء الكسري للمشاهدات التي تكون اقل أو تساوي ۽ (من بين 
كذ ,۰۰۰ ,دا ). لكي نمثل 740 بالرموز نعرف مايلي : 


h(a) = عندها1‎ e > + 


< عند مأ 0 = 
اذن 
RX) =8. (5.14)‏ = 
ش قق ببساطة عند ما 0-8 , 1,006 2ت رق 
مايلي 


۱۳۲ 


(5.15) رح [( )اط 
م - 2 إذاكان )hı(X,)] = min (s,4)‏ ).اه 


,م كس ر اذاكان هق = 
8 = اذاكان 4ه — Cov[hr{(X;), h{X.}] = min (s,)‏ 
,1 < [ اذاکان 0= 


اذن ,0 = E]۲,)0[‏ وان 
A(X] 6.16)‏ ,زرك ماهم )> Û‏ - [لامظ Cov[Yn(),‏ 
st‏ — (كرة) min‏ = 
if 8>‏ 4-)وح- 
نفترض أن' 07 < ۲ ,(7)0) عبارة عن عملية وبنر » عرف عملية تصاد فية جد يد ة 
(1 ك > 0,0)) بالمعاد لة الآنية : 


(5.17) : )»دن -1) = Y()‏ 
أن 7)0 طبيعي وان ,0 = [2]1)0 ,0 = Y(0)‏ وأن 
(5.18) [ كمس , cov r(—)‏ )ج s)(1‏ - 1) - زل) "ا ,(ه) ]نم0 
( کح , حشم) هنم 01-0( -1) - 


=s(1—d if e<t 


. عند مقارنة المعاد لتين 5.16 5.18 فاننا نلاحظ ان لكل 7 تكون للعملية التصادفية 
دالة قيمة وسطية وقوة ارتباط مثلما يكوت للعملية الطبيعية (1'.)0 والتي بالضرورة تكون عبارة 
عن عملية وينرسوى الفرق في مقياس الزمن.ان الميزة الوحيدة بين () ٠۲,‏ () ۲ هي ان1)0 
ليست عملية طبيعية : ومع ذلك فان لكل « تعرف )1 بانها مجموع المتغيرات العشوائية 
المستقلة والمتمائلة التوزيع وذات التباينات المحدردة وباستخدام نظرية الحد المركزية 
نحصل على ان ().7(عبارة عن عملية طبيعية بصورة تقريبية عندما تقترب « الى »اي 
ان لكل عدد صحيح م اعداد با ,٠٠٠ر‏ وللاعداد الحقيقية +لا,٠-٠0٠.رب‏ 


k 
غا‎ Prep... rak) ماكلا‎ : ° °9 4) = exp | 0 2 urt, [min (tg) — 41| 
دل‎ 


n= 


3 PED... FED (tt, انوت‎ uk). (5.19( 


واا 


ان توزيع احتمال کولوکروف - سمرنوف 
max | Y.() |‏ ع Dy,‏ 
51 ك0 
يقترب الى التوزيع الاحتمالي 
D= max | 71‏ 
51 05 
عندما تقترب م الى ه 
ان توزيع اختمال كرامير الاحصائي 
J ` F(0) di‏ 17 
0 
يقرب الى التوزيع الاحتمالي . 
2ن f1‏ __2 
w= f YO at.‏ 
تقترب * الى ص 
س ان فبرهن#ضحة هذه الصيغ جع ([1950] IJXag.  (Donsker‏ 
نستطيع اد ند تونيع ,2 , ,س التقريبي . لجودة التوفيق الاحصائي وذلك بايجساد 
توزيع احتمالي ور , 77 وهما عبارة عن دالتين معرفتين للعملية الظبيعية ()7 ذات 
العلاقة بعملية وبنر. 
تقع مشكلة ايجاد التوزيعات المعرفة للعمليات التصادفية خارج نطاق هذا 
( راجع المصادر الاتبة فيما يخصن المشكلة السابقة ) 
Kae [1951] and Anderson and Darling |1952]).‏ 
المراجع التي تخص اختبارات كولكروف - سرنوف وكرامير مبينه ادناه . 
Barnard (1953) and Maguire, Pearson, and Wynn (1953).‏ 


التمارين : 


1 نفترض للمتغيرالعشوائي .8 دالة الخاصية الانية : 
,5( ع (pe‏ = )وب 
٣‏ حیٹ وما =1 > >0 وان * عاد صحيح . 


افر ض . ان 
فترض E8],‏ و (Sn)* > Sn‏ 


RA 
lu: 


أ اوجد المتوسط . التباين ٠‏ العزم المركزي الثلاني › العزم المركزي الرباعي ل 
{Sa)* , n‏ ب) - ابت ان , 
شي([) ح = (م)عررييب 10g‏ ص 


وى نفترض ان للمتغيرين العشوائيين ,8 , 7٠‏ دالة الخاصية المشتركة الاتية : 
a,‏ 0ن تووم رط + pe‏ + عجرم + P8, r ( = {f03‏ 


حيث 


pa, n‏ 1 عد وو ps > 1, gı = 1 - p1,‏ > 1,0 > رم > 0 ۸ عدد صحيح 
نفترض أن a> ET,‏ عرس (S,)* = Sa ES,‏ 
وطن ل إدقاه 1 


أوجد قيمة ةعرج دريس جا شا 


53 اثبت ان عملية بواسون (0 <+ ,)1427 بكنافة «: موزعة بالتقارب حسب 
التوزيع الطبيعي عند ما تقترب م الى ص . 


4 نفرض ان (0 < ,(10) عبارة عن عملية تصادفية بتزايد مستقل ثابت .نفترض 
ان 0(=0)× وان 


log oy) = vt f", (e** - 1(2) dz, 


حيث || ررر رينم دالةكتافة الاحتمال .نفرض ان 


8= frm رجه‎ f جات‎ aj" 


' 55 نفرض ان (43 عبارةعن تتابع من المتغيرات العشوائية المستقلة .المحمافلة 
التوزيع بمتوسطات تساوي صفرا وتباينات تساوي 1 . 


ابت لكي تكون (0 <( طبيعية بالتقارب المتمائل فان اي من هذه 
الشروط يكون لازم . 
م — بر (1) 
(i) 8 ¬0;‏ 
(ii) 8/» — 0,‏ 


16 


نفرض ان )+ ٠١‏ ۳ دد ¥ = .5 غبارث عن نتابع ا انت المتتالية . 
نعرف العملية التصادفية ‏ (1 كك 0 ,۲,)0] أ عندما 1,2,0 كمايلي 
= (1)0 وفي حالة 1 >2 > 0 فان 5 8 حل = r.)‏ 
اذا كانت يري لحظ 5 

RA 48 


من جانب اخرء نكتب مايلي عند ما0 < ) 
عاق Ya(D) = a‏ 
حيث [] تمثل اكبر عد د صحيح يساوي 7 او اقل اثبت عندما تقترب * الى ه 
(1 >4 > 700,0 طبيعية بالتقارب المتمائل وانها في الحقيقة عبارة عن عملية 
وبئر تقريبا . : 8 


التحليل التوافقي للعمليات التصادفية 

بؤدي طيف العملية التصادفية ”اء دوراً مهما في نظريتي تحليل 
التسلسلات الزمنية والاتصالات الاحصائية . يمثل الطيف من وجهة نظر محلل السلاسل 
الزمنية اداة اساسية لتحيد يد ميكانيكية توليد سلاسل زمنية مشاهدة يعطي الطيف لنظر ية 
الاتصالات مفهوماً رئيسياً حيث بدلالته نستطيع دراضة سلوك العمليات التصادفية 
( الممثلة للاشارة اوالضوضاء ) المارة خلال وسائل خخطية( او للاخطية الى حد ما ) . نوضح 
مفهرم المرشح :اتر ( او بعبارة ادق المرشح الخطي للزمن غير المتغير) لاجل دراسة 
مفهوم الطيف :يؤدي هذا المفهوم الان دوراً مهماً في كثير من المجالات العملية بعد 

تطويره الى حد بعيد من قبل الهند سين الالكترونين . 


تأمل 1 صند وق اسود 1 ‘hlack box”‏ يستجيب لدا الد احل <o}‏ 1 > م حر ( )1 
وذلك بانتاج دالة خارج لم > + > م - ,()ل) 


يطلق على ١‏ الصند وق الاسود » بانه ذوزمن غير متغير اذا كانت له ميزة تغير د الة 
الد اخل بكمية مقدارها 7 ودالة الخارج بكمية مقدارها 7 نوضح ذلك بالرموز عند ما 
تستجیب اص > ٤‏ > م ¬ ,(0)ل] الى ڑں > > مو ,()) 
فان [(م > )> م - ,( + )10 تستجيب الى 
o}.‏ > 1 > ص — بلج + {at‏ 3 


۱۳۹ 


يقال أن «الصند وق الاسود» عبارة عن مرشح خطى اذا كان لدالة الداخل 
F arsh (6.1‏ )مره = )2# 
التي عبارة عن ترتيب خبطي لدالتين )ده , 2:0 رما دالة استجابة 
)1 ,)15 على الترتيب دالة الاستجابة الاتية : 
F asya). (6.2(‏ (4) ماده = (6) 0 


الخلاصة . يطلق على أية عملية أواجراء (يكون حسابا فيزبائياً أوغيرذ لك) بالمرشح 
الخطى الزمنى غير المتغير اذا استطعنا اعتباره تحويل الداخل الى خارج ويحقق 
الشرطين الآتبين : 
(1) الكمية الخارجة المناظرة الى كمية متكون من تركيب كميئين داخلتين عبارة عن 

تركيب الكميتين الخارجتين المناظرتين . 
(11) التأثير الوحيل لتأخير زمن الد اخل بكمية ثابنة هوتاخير الخارج بنفس الزمن . 

امثلة للمرشحات الخطية ذات الزمن غير المتغير (حيث تمثل ( ٠‏ )ن الدالة الخارجة 

الد الة الد اخلة 2:)٠([‏ هي . 

() الترتيب الخطى المنحرك مثل 

لس )بيه ل ...لل )1 سح غ)بدرج + ()جهوه = y(t)‏ 


y() = x(t — A), 
J() = )ع‎ = x(t — BD: 


(11) ترتيب المشتقات مثل 
az (0),‏ لل ٠٠‏ حك )( a‏ + (4) تنوم = J(0‏ 
J(0) = (t0); :‏ 
(نفذ) تكامل المقاد ير مثل 
f e *“™z(s) ds, (6.3)‏ = (1)/ 
a(t — 5(.)5( ds = 1 w(s)t(t— 8) ds. (6.4) -‏ ل = )ان 
يطلق على الد الة (::) بد الة استجابة ضربة المرشح هنام« في كل حالة نستخد م فيها 
مرشحاً لتكامل المقاد يريجب ان نذكر الشروط الرياضية (:)::من اجل جعل الحسابات 
الرياضية معقولة . 
1v‏ 


هناك عدة طرق مختلفة لوصف المرشح الخطي لازمن غير المتغير! وفي هذه الطرق 
اعطاء صبغة واضحة للدالة الخارجة المناظرة لابة دالة داخلة من هذه الامثلة هي 
0© أو (ذنذ) . توجد طريقة اخرى اكفأ في وصف المرشحات الخطية للزمن غير المتغير 
وذ للك بدلالة الاستجابة الترددية ‏ .0٠0٠ء٣‏ رور . يطلق على الدالة ذات” 


الشكل 


(6.5( “مم = (ij‏ 
بالتوافقية المعقدة Uomplex har moms‏ بسعة A‏ وتردد «* . يطلق عل 
| الدالتين 
A4 sin u (6.6(‏ = )م and‏ انعم A‏ = )ع 


بالدالتين التوافقيتي فقيتين الحقيقيتين بسعة ے وتردد [#:.. ہما ان اس صزوة + إن ومن ح مني 
اذن توجد علاقة وثيقة بين الدالة التوافقية غي رالحقيقية في المعاد لة 5 والتوافقية الحقبقية 
في المعاد لة 6.6 


نظرية 6۸ 

اذا تم تطبيق توافقيه غير حقيقية بسعة تساوي واحداً وتردد ٠‏ للمرشح الخطي 
للزمن غير المتغير فان الخارج المناظر ( افترض وجرده ) سيكون توافقيا غير حقيقي بسعة 
4 وتردد © تعتمد السعة 4..على ن ولذلك يمكن ان تكتب كما يلي : (م)للم . 
البرهان 1 

افرض ان ()17 غيارة عن الخارج المناظرالى ام = 0ت ان للداخل (م )م 
دالةخارجة (7 ۳ )ال حيث يتم تغبير الزمن خ بمقدار . ان الدالة الداخلة ستكون 
كما بلي : ١‏ 

)ومح ”م = (7 ل ع) زر 


ان ( + ٤)۲‏ عبارة عن كمية فابتة مضروية بالد اخل الاصلي . اذن 


00 r) = e“"y(. (6.7) 
)رم = ران‎ (6.8) 


۳۸ 


اذا عرفنا (1)0 = (4)0 سنحصلعل ان دالة الخارج )7 توافقية غير معقدة 
بسعة (ن) 4 وتردد ه وهو المطلوب اثباته . 
ذا علمنا ان لزمن المرشح الخطي غير المغير دالة خارج )8 لكل استجابة 
للو.فقية غير الحقيقية ذات سعة واحدة وتردئ ه المطبقة بالمرشح لفترة غير محد ودة من 
الزمن » فاننا نعرف دالة الاستجابة لتردد المر شح لتكون الد الة (د)4 التي لها الكمية 
(ه)4 للتردد ه 


وتحقق العلاقة 
,)6.9( 
6A J‏ 
تعطي دالة استجابة تردد ()4 للمرشح الخطي للزمن غير المغير الموصوفة في 
المجال الزمني , بواسطة ()'به = )1 


y() ع‎ A(w)e 


بالصيغة الاتية : 
(8.10) ` رمه = (ع)ك 
لانه من الداخل 6 - 200 مخصل على الخارج 
)6.11( .)درس ل = iwe”‏ = )$( "د = y(t)‏ 
تعطي دالة استجابة تردد (4-)4 المرشح الخطي للزمن غير المتغير المعرفة بالمعاد لة 
كما بلي : 
)6.12( 2 = ر ۳ J‏ = ()4 


لانه من الد رخل م = )م صل عل 


y0 = f م = و “ی‎ 8 e e" dy. 


تحويل فوربر للمرشح المعرف بالمعاد لة ,6.4 هو : 


ds (6.13)‏ (و) سم ˆ = (س) لل 
عبارة عن دالة استجابة تردد المرشح في حالة الد الة الد اخلة التوافقية ‏ “م = (2)0 ومنها 
مخصل على الخارج التوفقي (4-)1»* = (0)/ا 


١4 


السؤال المطروح : لماذا دالة استجابة التردد عبارة عن الدالة الاكثر اهمية في وصف 
ال شح ؟ 
رشح ؟ . 


للاجابة على هذا السؤال » نتأمل مرشح تكامل المقد ارفي المعاد لة6.4 لكي نبسط 
العمليات الحسابية نعرف (10)53 عند ما 0> كما يلي : 


)6.14( 0 = (م)سه 

ونكتب كذ لك 

yi) = 5 (s)z(t— 8) ds. (6.15(‏ 
نعرف تحوبلات فورير للد وال الد اخلة والخارجة : 

e z(t) dt, (6.16)‏ 0 ] = (م)ءة 
OLA (6.17(‏ 3 = (س) ر4 


همل في الرقت الحا الاب الدقيقة حول الوضوع ونترض وجرد قيم محدردة 
للتكاملات في المعاداتين بعد اتخاذ تحويل فورير لطرفي المعاد لة6.15 نحصل على 


A) ح‎ 1 dte ™ 5 ds w(s)z(t— 8) 
- 1 ds عع )امت وي 5 “ماج زع) رد‎ 8) 1 
= f dsw(s)e fare ™"s() 
= Aw) As(w). (6.18( 


بعبارة اخرى › نستطيع ان نوضح المعادلات 6.18 كمايلي : 
[ تحويل فوربر للداخل ] [ حالة استجابة تردد المرشح ] = تحويل فورير للخارج ٠‏ 
وهكذا نرى ان للد واخخل التي لها تحويلات فوربر وتنتج خوارج لها تحويلات فورير 
نستطيع ان نعبر تأثير العملية الترشيحية عليها بالمعاد لة 6.19 لكي نفهم معنى المعاد له 6.19 
تأمل الدالة الداخلة 200 والتي يمكن اعتبارها مجموع د التين زمنيتين 


حيث تمثل ()ء «الاشارة ٠‏ بينما تمثل ()« الضوضاء ( اوالجزء غير المرغوب فيه 
من السجل (20 ) .اذن نرغب بوجود مرشح تمر من خلاله اكب ركمية ممكنة مسن 
دالة الاشارة الزمنية ()5 ويسمح بمروراقل مايمكن من د الة الضوضاء الزمنية 000 . 
z() = s() + n(D, (6.20)‏ 
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اذا كان تحويل فورير (ه).4 للاشارة لايساوي صفر عند ترددات يكون فيها 
تحوبل فورير ١‏ للضوضاء ١‏ صغيرا » فاننا نتمكن من صياغة مرشح وذ للك باختيار ذالة 
استجابةترد د له (س)4 تكون قريبة ان امكن الى القيمة واحد عند نرددات » حيث 
(»).4 لاتكون قريبة من الصفر وتكون قريبة من إلصفر للترددات الباقية . 


واخيراً نتوصل الى علاقة الاعتبارات السابقة بنظرية العمليات التصاد فية يعتبر الداخل 
في كثير من الشبكات! الكهربائية والانظمة الميكانيكية عبارة عن عمليةتصاد فية . مثلا 
اذا ارد ناتصميم قذ يفة موجهة بنجاح : يجب أن نصف الظروف التي تحيط بالقذ بفة 


خلال الانطلاق على شكل عملية تصادفية وبعالج بعد ذلك مسار القديفة على شكل 
استجابة لنظام ميكانيكي خطي لد واخل عشوائية . 
هل نستطيع تعريف تحويل فورير للعملية التصاد فيمة(مم>؛ >< - ,()25)بالشكل الآني 


4 ومسي 1 = (ه)‎ (i) dt. (6.21) - 


لايوجد معنى للتكامل في المعادلة 6.21 لكثيرمن العمليات التصاد فية مثل عمليات 
التغاير الثابتة »لان دوال العبنة لتللك العمليات غبارة عن دوال ليست بالدورية المجدية 
أذ للك فانها لاتعود الى صنف دوال المعتبرة في نظربات متواليات فورير وتکاملات فورير 
العادية . لكن م ذلك من الممكن تعريف مفهوم التحليل التوافقي للعمنيات التصادفية . 
التي البتها في البداية :710569 سنة (1930) (1934,ãw Khintchine‏ 
( اي انها عبازة عن وسيلة تعبين مقياس لكمية الاضافة المساهمة المحتويات العملية ٠‏ 
لكل تردد ) . 
الاقتباس الاتي من وبنر (126.م ,1930) والذي يبين قوة هذا التوسيع في مفهرم 
التحليل التواففي . 


الاقتباس : 


لاتشتمل نظرينا التحليل التوافقي الموجودة في متواليات فورير الكلاسيكيةالمنطورة 
' ونظرية Plancherel‏ 2 تطویر تكامل فورير )على جميع امكانيات التحايل 
التوافقي .تمثل متواليات فورير صنفا خاصا من الد وال الدوربة › بينما تمثل نظرية 
اسما ( تكامل فورير) دوال تربيعية المجموع ومن هنا ستفترب في المتوسط 
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الل صفرعند ما يقترب عاملها الى مه . وانها لاتكون مناسبة لمعالجة شعاع من الضوء الاييض 
الذي يفترض ان يستمر لوقت غير محد ود .ومع د لك فان المشكلة التي واجهت الفيزيائيين 
الأوائل في تحليل الضوء الابيض الى مركباته اوجبت عليهم استخدام احدى هذه 
الوسائل .مثل "د00 الضوء الابيض بمتوالية فورير حيث جعل دورتها تصل الى حد 
0 الا نهاية وقد توصل الى نتائج مطابقة للتجارب ذلك باهتمامه بقيم اوساط الطاقة 


المعلقة . 


توصل Lord Rayleigh,‏ من جانب اخر الى نفس النتائج تقرييا 
پاستخد ام تكامل فورير وهذا ما نسميه الان بنظرية آع#عداءصواط . في "كلا 
الحالين نقد ر مهارة المؤلفين في استخد ام وساٹل غير ملائمة في الحصول على النتائج 

الصحيحة وهذا يؤدي الى تقد ير النظرة الفيزيائية للموضوع 

يقع عرض نظرية التحليل التوافقي ‏ لملعمليات التصادفية خارج نطاق هذا الكتاب 
لانها تعود لمنهج تحليل السلاسل الزمنية اونظرية الاتصالات الاحصائية .على كل حال 
دعنا نذكر بدون برهان اهميةه هذه:النظربة -كثير من الثاتتن يجد ون استخد ام التكامل 
اسهل من حساب المجموعات لذ للك. ( حالة السلاسل الزمنية المستمرة المعلم ) 


نعرفالد التين الاتيتين اذا اعطينا عبئة محدودة (7 > / > 0 ,)1)للعملية : 


الد الة الاولى : د!!ة تغاير العينة : 


2 
Rr) = (ه + ]) 8 اي‎ dt, 0 > <T (6.22) 
=0, U> 7 
= Rr), <0 


والد الة الثانية : دالة كثافة طيف العينة 
<u <. (828)‏ م - J ex atl,‏ أ = (س)ر 
( باستخدام نظربة تكامل. فوربر ) نابت ان (ت)ر/ ٠‏ (2700 احدهما عبارة 
عن تحويل فورير للاخر : 
8۲ 


عد 


Rr) = f eft) da, رم > 0 > مح‎ (6.24) 
3 FT 

RO f e Rr) = | cos dw Rr) dv. (6.25) 

من المعادلة 6.24 يتبين أن متوسط دالة تغاير العينة عبارة عن تحويل فورير لمتوسط 
دالة كنافة طيف العينة : 
de, 6 <o < a. )6.26(‏ [(س)م 5*7 f‏ > [(ما م ]ىه 
افرض الان وجود دالة مستمرة (8)0 بحيث ش 
E(Rr()]= RO). ٠ (6.27)‏ ف 


تتحقق صحة العادلة 6.27 في حالة العملية التصاد فية التابتة التغاير وبمتوسط يساوي 
صفراً حيث في تلك الحالة نساوي (00 دالة تغاير العملية لانه (عندما 7 > م > 0 ) 


8]8)0([ = 1 ا‎ "” pO) d= (1 3 اف‎ 


اذا تحققت صحة المعادلة 6.27 فاتنا نتمكن من انبات: وجود دالة محددة غير تنازلية 
متخي رحقيقي ه وبرمز لتلك الدالة بالرمز (8)0 ويطلق عليها اسم دالة. توزيع الطيف 
apectral distribution function‏ (استخد م نظرية الاستمرارية في نظرية الاحتمال › 
الاحتمالات المتقدمة ص 425 ) بحيث : 


1 RO)= f e™ dF (e), e <9 < 0. (6.28) 


يمكن توضيح ۴)۵١ - ۴)۵١‏ لاي ترددين ,ده > دن على انها مقياس لسعة 
تردد دس الى 02 الى «محتوى: العملية التصاد فية . 


نفترض الآن أن دالة توزيع الطيف (م) يمكن تفاضلها في أية نقطة . يرمز 
مشتقتها بالرمر (ه)7 ويطلق عليها اسم دالة كثافة الطيف للعملية التصادفية . اذن بدلا 
من المعادلة 6.28 مخصل على المعاد لة , ش 


)1629 سسة (مز ]د رمج * 


الشرط اللازم لتفاضل (ى)7 ولتحقيق صحة المعادلة 6.29 هران يكون 


f Iro) | dy < o. (0.30)‏ 
الصيغة الواضحة لدالة كثافة الطيف تكون كما يلي : - 


= ل[ و‎ 1 8J8 0) dv. (6.31) 


المعاد لتان 6.29 + 6.31 نعتبران علاقتين اساسيتين في نظرية التحليل التوافقي للعمليات 
التصاد فية وانهما يكونان مانسميه بعلاقته ‏ gوnم Khe rela‏ نسبة الى 
الأعمال التى قام بها ۷:۸0۳ سنة (1930) Khintchinc‏ سنة )1934( 


تأتى اهمية دالة كثافة الطيف من خلال سهولة التعبير بدلالتها عن استجابة الانظمة 
الخطية للتأثيرات العشوائية . من الممكن برهنة العلاقة الاتية : 
[ دالة كنافة طيف العملية ] = [ دالة استجابة ]= [ دالة كثافة طيف ] 
(6.32, التصاد فبة الخارجة ] [ ترد دد المرشح ] × [ العملية التصاد فية الداخلة ] 
من العلاقة اعلاه » يمكننا تحديد تأثيرات المرشح على الشبكات المختلفة التي تمر 
من خلالها العملية التصادفية . 


اضافة الى ذ لك . اذا أعتبرتا العملية ( )× بانها مجموع )37 + 8)0 = 9)× 
عمليتين ( ۷)١ (١ 5)٠‏ تمنلان الاشارة والضوضاء على الترتيب . فانه من معرفة وان 
كنافة طيف الاشارة والضوضاء نتمكن من تطوير نظام لفصل الاشارة عن الضوضاء . 


بمكن فهم كثير من جوانب السلاسل الرمنية الثابتة التغيير بصورة جيدة بدلالة دالة 
كثافة طيفها . تمكننا د الة كثافة الطيف من استقصاء الميكانيكية الفيزيائبة المولدة للسلاسل 
الزمنية وامكانية تمثيل السلاسل الزمنية . استخد امات الطيف الاخرى هي“ () كوسائل 
عملية للارسال او اكتشاف الاشارات (11) كوسائل عملية لتبوبيب سجلات الظراهر 
مثل موجات الدماغ (111) كوسائل لدراسة البث الاذاعي . (17) كوسائل لتحديد 
خصائص انظمة السيطرة تكمن اهمبة نظربة تحليل الطيف الاحصائي في تقدير دالة 


if 


كثاقة طيف السلسلة الزمئية التي لها سلسلة ذات طول محد ود . للحصول على المراجع 
الخاصة بهذه النظرية » راج )1961( Parzen (1961 8), Jenkins‏ 
مثال 68 


حركة البندول في الوائع المضطربة : - 
ان معاد لة حركة البندول تكون كما بلي : 
)6.33( )7 = )( 2ع + X"(O + 2 )( + (wot‏ 
حيت ()× عبارة عن ازاحة البند ول من موقم السكون » » عبارة عن عامل التضاؤل . 
عبارة عن زمن تضاؤك 3بذ بةالبندول » وه/25 غبارة عن قوة الجهد في وحدة 
كتلة البند ول . ١دا‏ استمرت حركة البند ول لمدة طويلة فانه يمكن ان نثبت ان 100 
عبارة عن ناتج المرشح ( نوع عامل التكامل ) الموصوف كما بلي : 


(e) ds. (6.34)‏ (ه > وت لاله f e‏ = 0 
باستخد ام النظرية 34 ٠‏ ومن المعادلة 0.34 نحصل على » 


BIXO] - ] ٤ (ھ !)مت ول سي‎ B{I()] ds, 


Cov[X (u), X 0)] = 1 ds di لسع حي اكع‎ 

رمم للم ,ری 7ہیں (احقاسهة ( )د × 
نفترض الآآن أن الكية الداخلة إم > + > مه - ,()7) عبارة عن ثابت تغايري بدالة 
تغاير ( -),# وان لها دالة كنافة طيف (١٠:‏ بالتكافؤ . نفترض ان قوة تغاير 1)٠١(‏ 
يمكن ان تكتب كتكامل فورير 


عع = 
بي سهد 


Cov[1(s), I(0] = Rr(s— t) = e۵۶ (ت)‎ de. ˆ < )6.30( 


م/٠٠‏ العمليات التصاد فية 


ر 


بعد تعويض المعادلة 0.36 في المعادلة 6.35 نكتب مار 
بعد تعويض غي ١‏ 


)8 جح gin dolu‏ (مسنهعسى 


Cov[X (u), ¥ )0([ = 1 dw f ,(( ا[‎ 0 


3 f di 9ي‎ sin wg ج‎ 3 
0 


: 3 ر 
woz‏ 5111 لاسي م dr‏ ا j,‏ س0 ا — 


وس 
وهكذ | ترى انه بالامكان كتابة قوة تغابر 7:)0 كتكامل فورير 
ضف Ix)‏ “6 ول =( X‏ ,م CoviX‏ 


0 


حب 
١ )6.37(‏ ذا (م)4 | (ه), لح (سايل 
dlr ee 7 N )6.38(‏ = (س) 4 


اك (4)0 عبارة عن دالة استجابة التردد لزمن المرشح الخطي غير المتغير الذي يرتبط 
ناتجها (1) ۸ بكميتها الد اخلة )4 المعادلة التفاضلية 3 . تعطينا المعاد لة 0.37 
مثال لشرعية العادلة وون 


لاجل تقييم التكامل في المعادلة 0.38 نبدأ كما يلي 
اذا كانت الكمية الد اخبلة 
git‏ س HD‏ 
فان للنظام الخطي الموصوف. معاد لة التفاضل 6.33 كمية خارجة 


X() = Ao), A) = j oe ل‎ dı, 
0 زات‎ 


XD = GOK, Xl = tw. 
. بعد نعويض هذه التعابير فى المعاد لة 6.33 نحصل على المعاد لة الاتية لدالة استجابة‎ 
١ اتر دد (س)4‎ 
“(سة)]‎ + aie) + (wo + o" )} ۳'A (») = e”, 
1 بحيت‎ 
ل‎ (a) = وري‎ 2al) + (aot a} 


£ 


نوضح مربع مطلق دإلة استجابة التردد كما يلي : 


1 2 
سبح عا رهم 


)6.39( 

نتيجة لذلك > اذ ا كانت الككمية الد اخلة (ه> # > م - ,(17)1 في معاد لة التفافضل 

التصاد فية 6.35 هي ثابنة تغايرد رة ذات كنافة طف ,»)ر فان العملية التصادفية 
هي ايضاً ثابتة تغابرية بد الةاكثافة طيض ‏ (6)/ 

تعطى با معاد لة 0.37 حيث :| (ن)4 | تعطى بالعادلة 0.39 


ضوضاء الفضوء الأبيض : عونمم White‏ 

.بالمقارنة مع توزيع طاقة الضوء الابيض المستمر من جسم متوهج فان العملية التصاد فية 
النابتة التغايرية التي لها قوة متساوية عند جميع فترات التردد ضمن مدى ترد دي واسع 
تسمى بضوضاء الضوء الابيض . نعبرعن ذلك رياضآ كما ياي : يقال ان العملية )١‏ 
(مه > ٤‏ > م - ,() عبارة عن ضوضاء الضوء الابيض اذا كان لها د الة كثافة طيف 
عبارة عن كمية ثابتة : لبعض قيم 0 < © 
٤ (6.40)‏ = (م)ج/ لجميع قيم ه 

من الطبيعي ان تكون د الة كناقة الطيف ثابتة غير تكاملية ولذ لك فان هذ | الافتراض 
يخالض الواقع من الناحية الرياضمية . توجد عدة طرق لاعطاء تعريض ريافي دقيق لضوضاء 


الضوء الابيض . 
في معظم المتطلبات تعتبر ضوضاء الضوء الاييض عبارة عن عملية بواسون بد الة تغاير . 
)6.41( اهم = R()‏ 
ود الة كنافة طيف 
ا ا 
AS ET E (6.42)‏ 


حيث 7 كمية كبيرة يمكن اعتبارها تصل الى ما لانهاية . ان د الة كثافة طيف المعاد لة 
د.6 عبارة عن كمية ثابتة ( وان دالة التخاير فى المعاد لة 6.41 عبارة عن د الة د لتاد ارك 
Dirac delta‏ ). 


١4 


مغال 60 
نظرية التبؤات وتمثل العملية الثابتة كنتيجة خارجة من المرشح لضوضاء 
الضر ء الأبيض الداخلة : 


نفرض ان (). عبارة عن عملية ثابتة لها متوسطات تساوي صفراً ودالة تغاير 
10 هل يوجد دائما مرشح بد الة استجاية الد افع (۲)8: بحيث 


X() = )سن‎ (1 (8) ds, (6.43) 


حيث ان الكمية الداخلة 1)9 عبارة عن ضوضاء الضوء الاييض 0 
الشرط الضروري لتحقيق صحة المعادلة 6.43 هوان تحقق .د الة التغابر 
0 لكمية ثابتة © ومربع دالة تكاملية ,ىر 


EIX(OX (J > © بم “3 “أ ]ل‎ # syle - 8) ds, (644) 
او بالتكافؤ‎ 
RB) ع‎ 0 9 w(g)w(y Fo) dy. (6.45) 


يمكن انبات ان المعاد لتين 644 ١‏ 0.45 هما شرطان لازمان لتحقيق صحة اهاد لة 
5 وهكذ | فان المعاد ل 0.45 توافينا بمقياس لتحقيق صحة المعاولة وون بد لالة 
دالة التغاير. 

من الممكن_ايضا اعطاء مقياس أخر بد لالة د الة كنافة الطيف (م)/ . يمكنا 
ان نثبت ان الشرط اللازم والضروري لتحقيق صحة المعاد لة 3 هو 


) 511 
i 1 (840)‏ .م > مه العا | 


اذا استطعنا تمثيل العملبة ()× على شكل المعاد لة ,6.43 فاننا نستطيع اعطاء 
جواب واضح لمشكلة التنبؤالاتية : اعطيت قيم السلسلة الزمنية النابتة الطبيعية (0 
عند ها ا > > - استخد م هذه القيم لتنا قيمة ,)× عند. ما يكون الزن 
و < معلوما والذ ي له اقل متوسط مريع الخطامن بين جميع التنبؤات الممكنة اکچ ` 
)647( .ول w(t — s)I(s)‏ 3 ل +28 X() = w(t, — 8)I(s)‏ 


4۸ 


يمكن ان نتبت ان افضل تنبؤ ,)۳ نحصل عليه من التكامل الاول في المعاد لة .6.47 
اذا اعطیت قيم )2 عندما ,وا > ¡ > ب -ه القاريء الذي بد رس مسائل التنبؤات 
وتحليل الانحد ار للسلاسل الزمنية سيجد ان الوسيلة المهمة المستخد مة هي تمثيل العملية 
التصاد فية كخارج الموشح من ضوضاء الضوء الايض الد اخخلة . 


التمارين 
. 1م فترض ان 1 (0 <:,()3) متوسطا هوعبارة عن كمية ثابعة :” = [(8]*)0 
وثابنا تغايريا بد الة كثافة طبض (0)+/ نفرض ان ۸ كمية ثابنة موجبة 
محد د قوان 0× -(0+۸× دن أوجد دالة كافة يف 
سن < ,4 . يستخدم اسلوب الفرق دائما في تحويل السلسلة 
الزمنية ذات المتوسط النابت الذي لايساوي صفرا الى سلسلة زمنية ذات 
متوسط يساوي صفراً . تؤثر عمليات الفرق على د الة كثافة الطيف ولهسذا 
يجب ان يؤخحذ هذا التأثير بنظر الاعتبار . ٠‏ 
وه نفرض إن أ“ > > » -,(1)300 عبارة عن عملية ثابتة تغايرية 
بمتوسطات تساوي صفراً . 
دالة تغاير ,(2)0 ودالة كنافة طف (ه)7 تحقق 
f(w) dy > o.‏ 5 
عبر عن دالة كنافة الطيف بدلالة مار [: 
UD OF‏ 


)0 
ds, (ii)‏ زم جره ممح FD = f‏ 
قق" بون ور (د e)٤‏ صنو وسه-, ' | 0 


ب 


3 موجة الجبب الحقيقي ذات السعة العشوائية نفرض أن ,به ومه 4)9 = مر حيث 
© < 40,1 عبارة عن عملية ثابتة تغايرية بدالة تغاير ,(-),2 وان م 
كمية ابتة موجبة عبر عن دالة كثافة طيف (0 < :000.2 بدلالة دالة كثافة طيسف 
به <,4 لاحظ ان © <:,13)0 ليست ثابتة تغايرية ٠‏ مع ذلك 
تعرف«دالة كنافة طيفها با عاد لد ,0.2 حيث ٥(‏ تعرف بالعادلة .0.27 
4 فال فيزبائي تضوضاء الضوء الابيض . نفرض ان (ه > ؛ > ٠‏ -,(0)) عبارة 
عن تيار الضوضاء الطلقية التي لها دالة نغاير معطأة في المعادلة 5.30 من الفصل 4 


1. 


0 ابت ان الثابت التغايري ذو دالة كثافة الطيف 
((1ه aT sin‏ - له ومن -2)1 + (oT‏ يقر كت f)‏ 


r (wT)* 
البت 2 في حائة الترددات » عندها تكون (7س) صغيرا ة جداً أن - دالة‎ ûi) 
: كثافة اللي تساوي كمية ثابتة تقرياً‎ 
&, 
سح = (سار‎ 


أي . اذا كان الوقت 7 لانتقال الالكترون هوفي حدود «-10 ثانية › فان دالة 
كثافة اليف يمكن اعتبارها ثابتة في حالة الترددات الى حد 100 ميكادورة / 
الثانية . من خلال حركة الالكترون السارخلال المرشح الذي تكون دالة استجابة 
تردده صفرا في حالة الترددات اقل من 100 ميكا دورة / الثانية فانه يمكن اعتبار 
تيار الضوضاء الطلقية (* >) > » -,()2) عبارة عن ضوضاء الضوء الابيض . 

5 لاتصط دالة التغاير( اودالة كثافة الطيف ) بصورة وحيدة عملية النابت التغايري . 

R() = Cer 81 ابت ان‎ 

لبعض قيم ج المناسبة » وان م دالة تغابر () الاشارة التلغرافية العشوائية (:) 

العملية المعرفة في التمرين 4.7 , (:3) عملية نوع التأثير الطاقي ( المعرفة في 


البند 4-5) 
X= J, eee,‏ 
<a‏ 
6 حالة كثافة طيف المعاينة عبارة عن تقديرمختلف لدالة كثافة الطيف . برهن النظرية 
الاتية : 


اذاكانت (0 <12)0,4 عبارة عن عملية طبيعية ثابتة التغاير بمتوسطات تساوي 
صفرا ودالة كثافة طيف مستمرة ,(مار فان لاي تردد د : 
in era (2= )1- uf),‏ 


بعبارة اخرى دالة كثافة طيف المعاينة (0)ر/ للعملية الطبيعية موزعة.توزيعاً اسياً 
بمتوسةا (بر عندها يكون حجم العينة كبيراً . نتيجة لذلك فان (م)يم/ 
لاتتقارب الى )/ عندما تقترب 7 الى م 

تلميح : استخد م الصيغة المعطاة في المعادلة 7 لدالة الخاصية المشتركة لمربعي 
هتغيرين عشوائيين موزعين حسب التوزيع الطبيعي بمتوسطين يساويان صفراً ٠‏ البت 
ان لدالة كثافة طيف المعاينة دالة الخاصية الاتية : 


١٠ 


Prt) () 


=1 - € £ Jtra(T) + e71 (Ê t1 امم‎ Tes}, 


حيت 
2 5 
sin wt xa |,‏ "أ ل مل - f 605 wl 04: a27)‏ داعت := 004 


الك 1 لج 00 أ آم T=‏ 
وهكذا فان 


,2( ل( )تيد - (e)‏ 221:7 ج (i‏ = 47 بورع 00 
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الفصل الرابع 


العمليات العددية وعمليات بواسون 
العملية العد دية عبارة عن العملية (0 < : ٠),‏ التي تاخذ القيم العددبية 
الصحيحة وهي عبارة عن عد د النقاط فى فترة ما . توزع هذه النقاط بنظام ميكانيكي 


تتحكم فيه المصادفة . 


عن الحالة المثائية تمثل الازمنة ...,.<,, النقاط التي نقع فيها الحوادث 
ذات الخصائص العينة حيث ٠٠٠.‏ > و > :+ > 0 تسمى النغيسرات العشوائية 

و — Ta =a‏ ,°° ررك — وم عد T= ry To‏ بازمنة الوصول 
المنتابعة . اذا كانت ٨)0‏ تمثل عدد النقاط التي تقع ضمن الفترة ,[,0) حيث 
,م < : فان العملية (0 < ,۸)0 تسمى بعملية النقاط العددية للسلسلة . 


توجد طريقتان رئيستان لتعريف العملية العددية : 
() تعرف بصورة مباشرة' '(0 < :,۷)0) بانها عملية بتزايد مستقل اوعملية 
ماركوف ١‏ راجع الفصل 7 )أو ١‏ 
( 2 اشتق مميزات العملية العد دية من الفرضيات المتعلقة بازمنة الوصيل . 
تؤدي عملية بواسون د وراً مهما من بين العمليات العد دية . تعتبرعملية بواسون وسيلة 
جيدة باستخد امها نتمكن من الحصول على عمليات تصادفية مفيدة بالاضافة الى كوت 
عملية بواسون نموذجاً لعدد الحوادث العشوابية . 


سيكون هد فنا الاساسي في الفصلين الرابع والخامس هودراسة المميزات العامسة 
للعمليات العد دية والمميزات الخاصة لعمليات بواسون . 
[-| اشتقاق بديهيات عملية بواسون : 
نحتاج الى صياغة مجموعة من البديهيات تحققها العملية التصادفية وبدورها 
ستكون عملية بواسون . نوجز عملية بواسون بانها 
() غملية الولادة بمعدل ولادة ثابت ( راجع البند 7 ) 


(0) 2 عملية العد التجديدي بازمنة وصول ذات توزيع احصائي من النوع الاسي 
( راجع الببد 82 ) . . 


or 


(iii)‏ عملية القيم العددية الصحيحة بتزايد مسنقل ثابت ببعد طوله وحدة واحدة 
مابين تزايد وآخر . ( نموذج الزيادات اإستقلة ) . 


نناقش في هذا البند النموذج (11) ونذكر الشروط المطلوية من اجل ان تككون 
عملية القيم العددبة الصحيحة البصاد فية عن عملية بواسون . 


نتأمل الان الحوادث التي تحدث في الفترة الزمنية من صفر الى ده . عند ما ,0 < 1 
نفرض ان ۷)9 عبارة عن عدد الحوادث التي تحدث في الفترة ,[0) حيث . 
تبدأ الفترة عند النقطة صفر وتنتهي في : . نفترض لكل 0 < زان () N‏ ش 
N) + 8( - ۷)۵‏ عبارة عن عملية قيم عددبة صحيحة غير سالبة . 
بد بهية صفر , 
لوي يد . لذاللك نعراف ١)0١‏ 
بانها تساوي صفراً . 


بد ية | : 
نلعملية (0 < )N)0(,٤‏ تزايد مستقل 


بديهية 2 ؛ 
اا ا 


0 و »ا ئ 


5-06 
بل بهية .3 
لكل 0 غ2 


]2 > 8 387 - نا + ) قاط 
]1 ع ano P{N (t+ A) — N (t)‏ 


بعبارة اخرى . في أي فترة زمنية قصيرة ستحد ث حادنة على الاكثر بمعنى عدم حد مت 
الحوادث في آن واحد . 


=0. 


بد يهية .4 
للعملية العددية 20 تزايد ثابت . اي ان لكل نقطتين 0< و < , ولكل 
,0 < توزع المتغيرات العشوائية (37)5 - (270 › (--7)8 -- (8-+-304 2 توزيعا 


LE 


متمائلاً . لاعادة صياغة البديهيات السابقة اهمية خاصة فاذا اهملنا البديهية 3 
فسنحصل عل عملية بواسون المستخرجة والمعرفة في البند 4-2 . 

اما اذا اهملنا بدبهية 4 فسحصل عل عملية بواسون غير المتتجانسة المعرفة في البند 
42 

ان للعمليات العددية ,١ه‏ > : > -,()/3) المعرفة لجميع قيم ,+ الحقيقية 
اهمية خاصة ابضاً . 

تظهر هذه الحالة عندها نفترض ان حد وث هذه الحوادث يكون منذ زمن سابق 
طويل جدا . 

عملية بواسون ٠[‏ > : > ,)ب المعرفة في المستوى غير المحد ود والموصوفة 
خصائصها في البديهيات 1 الى ,4 حيث يفترض ان يحققا ؛ , و الشرطه>>8>مه- 
تفصل في مثل هذه الحالة  7)0(,‏ )37 عن ()77 والتي تمثل الحوادث التي وقعت 
في الفترة [/,0) 


نظرية 14؛ 


ان العملية العددية (0 <1)800,47 التي تحقق البديهيات صفرالى 4 عبارة 
عن عملية بواسون ( كما معرفة في البند ه-1 ) 


البرهان : 
لبرهنة اللظرية ننبت وجود كمية ثابنة موجبة , بحيث يكون لكل ()0.1 < ؛ 


موزعة حسب توزيع بواسون بمتوسط يساوي .ا« . 
ان الدالة المولدة لاحتمال ,00 تكون كما في الشكل الاني : 


e) = $ PIN(D = ب[‎ (1) 
«n= Û 
المعرفة عندما ,1 > | | وتحقق‎ 
Ye) = ,لاس‎ |z| <1, (12) 


وهذه » عبارة عن دالة موئدة لاحتمال المتغير العشوائي وتكون موزعة حسب توزيع ٠٠>‏ 
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بواسون بمتوسط !١ء‏ . نبرهن اولاً صحة المعادلة 1.2 وفقاً أفرضية وجود كمية ابتة 


موجيقا ۳ تحقق . 
PNM =0‏ 1 
0 ا E‏ 
PIN) =1‏ . 
)1.4( ل لاع 
م ]2 > لاقام 
)1.5( ۾ د 2<( غ 


بما ان ل (0 < :,0)ة) تزايداً مستقلاً فان لكل من 0ح “٠م‏ 


)1.6( ,]270[ و [هالة- لجر = E(z2¥(+%]‏ 


بما ان 1 )٨)(,1<0(‏ تزايداً اتا ضسنحصل من العادلة 1.6 على 
(e, ¢ + R) = Vz DY(z,R), (1.7‏ 
j Wet +) - aD} = YEDÊ (e) =}. (18)‏ 


من المعادلات 1.3 الى 1.5 نحصل على 
)1.9( .)1 ممت (1 - Lê} (eR)‏ 


نستطيع ان نكتب مايلي : 
)1.10( ]1= 00 تام م 2+ (1 - 0 =( {PIN‏ : = }1 — (نارة) ب 


+ 3 PIN (A) = n]. 
| 2| > 1, عندما‎ 0 


2 PIN زيل‎ = n] > PIN (ن)‎ >2]. 


نحصل من العادلات 1.10 ,1.3 ,1.4 1.5 على الماد له 


فن فة خرن إن تقترب الى صفرفي العادلة .1.8 باستخدام العا لة 1.9 
يتبين لنا ان لغاية الجهة اليمنى من المعادلة 1.8 قيمة حقيقية . وهكذا ستكون لغاية جهة 


۹9٦ 


٠‏ المعادلة اليسرىقيمة حقيقية . اذن - تحقق الدالة المولدة للاحتمال 307 معادلة التفاضل 
عندها] > |ء | ولجميع قيم ,0 < ؛ وكمايلي : 


2 Ye) =v (e - DYE. (1.11) 


نحصل من المعادلة ,1.11 والشرط الابتدائي ,ا = رويس على الحادلة .1.2 


: نبت الان وجود كمية ثابتة موجبة « تحقق المعادلات 3 الى 1.3 من اجل انهاء 
البرهان . نعرف ما يلي : 


Po() = P[N( = 0]. (1.12) 
3 يھا ان‎ 


and N() =0], (1.13)‏ 0= نل - )+ PIN(t + t) =0] = P{N(h‏ 
نحصل من افتراض التزايد ابت المستقل على 
Ft) = Poft)P ut). {1.14}‏ )ورم 
بما ان (۶)4 ذالة سحدودة . نحصل من النظرية 11 ادناه اما 
ر1.15) =( ).۳ للكمية الثابتة م 
اوان (),م تساوي صفراً بالتماثل . من البديهية 2 > P0‏ > 0 لجميع قيم ¦ 
وهكذا تتقق صحة المعادلة 1.15 عندما .0 < م نحصل من العادلة 1.13 على 


المعادلة 2 من اجل الحصول على المعادلة 1.4 نعرف 
and 2) = PIN(D > 2).‏ ]1= )لاقام = )رم 


اذن نكتب ها يلي : 
P0 | + 00 1P, )1.16(‏ 
هن البديهية ,3 ش 
900 .. 
MP‏ 


جح لل ار 35 
نحصل من المعادلتين 1.16 . 1.17 على المعادلة .1,4 وهن المعادتتين 14 - 1.17 
تحصل غل العادلة .145 . وهو المطلوب انباته 


١ بان‎ 


هل المعادلات دوال معينة ل 


في دراستنا لمميزات العمليات التصادفية ذات التزايد المستقل النابت نواجه غالباً دوالاً 


|: تحقق معادلات الدوال التالية‎ 
g(t + زا‎ = g(t) + g(t) for f, ta > 0, (1.18) 
f(t + ta) = انار‎ for tı, ta > Û0. (1.19) 


يعطى حل العادلة 1.18 في المكملة 10 نناقش الان حل معاد لة (1.19) 


نظرية 18 

افرض ان (0 < : ,)17 عبارة عن دالة قيم حقيقية تحقق المعادلة 9 وتكون 
محدودة في كل فاصلة منتهية . اذن اما ان تختفي قيم (0)/ بالتماثل اوتوجد كمية 
ثابنة + بحيث 

)1.20( 0< "م - ار 

البرهان: 

نبرهن النظرية اولاً وفقاً للافتراضى الاقوى القائل بان الدالة مستمرة اوغيرتنازلية . من 
المعادلة 1.19 ولكل عددين صحيحين :5 ولكل 0 < ؛ نحصل على 


Or, (3= (OY, = wa.‏ = ممر 


وهكذا فان لكل عدد نسبي , (أي العدد 2 ذي الشكل «/« =( للعددين 


) ١١ ۳ الصحيحين‎ 
J() = 7010 (1.21) 


نيين بعد ذلك ان المعادلة 1.21 نتحقق صحنها لكل عدد حقيقي # افوض ان 


(.4) عبارة عن تتابع من الاعداد النسبية » كل منهما اقل من ) بحيث يتقارب الحابع . 


[.) الى ۽ ومن ذلك يتبين ان 
“رمي =" })(/{ jim‏ 


اذا كانت ()/ مستمرة فان (70 -(6)/ غسبا١-‏ ولتي تبرهن صحة 


١ مه‎ 


1 


العادلة 1.21 اذا كانت ()/ غير تنازلية فان + > ا تعني ()[ > (1)0 تعني 
0 > '((1101 لکي ثبت ان ((1)/) > هار وبعد ذلك ,+( = 00 
نختار تتابع الاعداد النسبية 1 حيث كل عدد اكبرمن ۾ بحيث يتقارب التتاببع 
e‏ الى ان ) < "ا يعني (0/ < 106 يعني .200 < '((1)/) .« بماان 
0 < "[(/2)1] = (1)/ عندما تکون ” زوجية فانه في حالة عدم اختفاء 0)/ 

بالتمائل ٠‏ سبوجد عددحقيقي « بحيث ,= (1)/ ونه من المعادلة 1.21 يمكن 
كتابة )2 على شكلالمعادلة 1.20 


نبرهن نظرية 13 بالتمائل فنجد نقطة 0 < ,؛ بحيث 0 < 1,0 / لان 800 - (20)) 
افرض ان (/ [(40)/] = ()7 لكي نبرهن صحة المعاد لة 0 لعددها ر 
نتبت مايلى : 
١ )1.22(‏ 1= )8 لجميع قيم ,0 < 
تعني المعاد لة 1.22 إن 

“[(1)0] = (١ا)/‏ لجميع قيم 1>0 
اذث ر( افرض أن اا عه ) 

سي = 0)1( = (:)/ لجميع قیم 0 < حيث (0/)/ ع1/10(10) س عدر 


لكي نبرهن صحة المعاد لة 2 نتبع مايلي : هن الواضح ان 1 = (7)1 وان ۲)۵ 
تحقق المعاد لة . أذث1 = (:/:7)7 لکل عد وین صحيحين :” , بحيث1 -()7 
لجميع الاعد اد النسبية ) ان لكل عدد 0<, بوجد عدد نسى م بحيث ٣س‏ 
بحقق! > '؛ > 0 ومنه نحصل على 700 = )7 )7 = )نر وهكذا فان لكل 
قمة تاخز ها ( ٠‏ )٣ر‏ لقيم ! ستكون في الفاصلة ] > > وان .م محدودة في 
الفاصلة) > , >ولان ز١‏ )/ يفترض ان تكون محد ودة في كل فاصلة منتهية . اذن 
(7)0/عبارة عن دالة محدودة . اي توجد كمية ثابتة × بحيث 
)1.28( ۴0۴| لجمع قم , 

نفترض أن 1 عد ۴)٣(=‏ لقيمة ما 0 < , . يمكن ان فترض أن 1 > 7> 1,0 ی 
لان :-م = (م- ۳)1 . ہما ان © > 7037 وان م يمكن ان نكون كبيرة وذلك 
باختبار × كبيرة الى درجة ما . 


من ذلك نحصل اذا لم تتحقق صحة العاد لة 2 على عد م وجود ابة كمية ثابئة 
۸ بحيث نتحقق صحة العادلة 1.23 . وهوالمطلوب اثاته . 
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1 
المكملات : 
14 اشتقاق اخر أعملية بواسون 
آذآ e‏ 
اکتب برهان نظرية 14 عبر الاسطر الآتية ؛ 
عرف زد = تنام = ۶.۵ البت ان أكل + ١ه‏ 
.()ر_مطقل)رط +s) = FS‏ )مم 
0سز 
افترض صحة المعادلات 13 الى 15 اثبت ان ().۶ تحقق نظام , 
معاد للات التفاضل عند ما ` 2 ,1= ۸ 
مط مج y PAD)‏ - د Pal)‏ 
بالشروط الابتد ائية.0 = (7)0 بعد ذلك البت ان 


0 ¢ = زط 
التوزيع الاسي عبارة عن توزيع وحيد بدون ذاكرة 


يطلق على المتغير العشوائي غير السالب ” بانه بد ون ذاكرة اذا كان لاي عددين 


1 #١ * موجین‎ 
PT > x+y| T > z]= PT > yl]. (1.24) 


ابت إن صحة العادلة 1.24 تتحقق اذا كانت 7 موزعة حسب 


التوزيع الاسي والعكس صحيح . 


- 


8 خخصوصية التوزيع الهندسي : 
البت إذ كان 7 موجباً وذا قيم عددية صحيحة فان صحة المعادلة 1.24 تتحقق , 
في حالة العد دين غير السالبين < ١‏ < اذا كان لكمية ثابتة ما 7 . 
50 2 ,1= ,م ل )م = زه = P(T‏ 


m~ 


4D 


والعكس صحيح . 
م1 - برهن النظرية الائية ( قارن ذلك مع الاحتمالات المتقدمةص 203 ) افرض ان 
(0-)5 عبارة عن دالة قيم حقيقية معرفة لقيم 0 <: ولتي تحقق المعادلة 1.18 الدالة 
۶)٠ (‏ عبارة عن دالة خطية ` 
gD = ef, t> 0,‏ 
لكمية ثابئة © اذا تحقق أي من الشروط الانية : 
4 040 مستمرة عندما 22-0 
رن 0 < )و لجميع قيم 0 t>‏ 
(iii)‏ 10 محدودة في الفاصلة صفر الى 1- 
i0) (iv)‏ محدودة في فاصلة منتهية  ٠1‏ 


۴- شكل دالة خاصية العملية التصادفية ذات التزايد الثابت المستقل تكون محدودة 
ا ا يتم 
اذا تأملنا دالة خاصية المجموع للمتغيرات العشوائية المستقلةالمتمائلة التوزيع . , ٠٠١‏ ,1 
نرى ان 
lex, )00[7,‏ - (/0) رم ا (/) e‏ = () ,وب 
بحيث :© و تكون القوة النونية لدالة الخاصية . برهن الصيغ الاتية : 
إذاكان (096 <1800,4) عبارة عن عملية تصادفية بتزايد مستقل ثابت 
(1) 0ع (2)0 > (نذة) لكل عدد حقيقي » د(#) برع ذالة مستمرة[ ؛ أن 


٥ )( = )رر‎ [ 


ابت ان لكل قيمة مئبتة » فان( )جم الخاصية التالية لكل عدد حقيقي 0 < ۲ء 
Px J’‏ عبارة عن دالة خاصية . 


17-قوانين القسمة اللامنتهية . 


بطلق على دالة الخاصية )© التي لها الميزة التالية ان لكل 0 < + , [00م] > 
بدالة خاصية القسمة اللامنتهية . البت ان لد وال الخاصية الاتية تقسيم لامنته 
لجل 


م/1 العمليات التصاد فية 


çu) = expire - ل‎ uo] 0 


۸>0 ]دن = )+ حيث‎ ¬ 1([ (ii) 
ت إعه ناذا - ر ]د - وموم حيث مار‎ 


عبارةعن دالة كثافة الاحتمال وان 0 < 2 


0 > ¡>1 )ب حيث‎ = )1- 9~ ge (iv) 


6-اثبت ان دالة خاصية القسمة اللامنتهية لاتختفي ( لاتكون صفراً ) 


2 عمليات بواسون المركبة » العمومية > غير المنجانسة : 
اشاس تك ا ا ا 


نستطيع ان نشبت ان لعملية القيم العدديه الصحيحة إن = .0 التي لها 
تزايد مستقل وان ما بين زيادة واخرى وحذة واحدة ‏ دالة الخاصية الاتية لكل 0> 
)2.1( ]}1— *{ (النتتاصعه = )4( ,4 
لدالة ما غير تنازلية ( - ):” . بعبارة اخرى )87 موزعة حسب توزيع بواسون بمتوسط 
(4)#شي حالة عملية بواسون (0 <2)0,4) ذات التزايد الثابت 


m() = E(N(D] = wt. (2.2)‏ 
حيث ()” منسوبة تناسبا طرديا مع + بعامل نسبة يساوي « . وهو عبارة عن معدل 
متوسط الحوادث الحادثة . فى حالة عدم تحقق صحة العادلة 2.2 نطلق على العملية 
 )۷)0,4 < ©‏ بعملية غير متجانسة ( اوعملية بواسون ذات التزايد غير النابت ) 

تسمى عملية بواسون دات التزايد الثابت بعملية بواسون المتجانسة . 

يفترض ان تكون القيمة الوسطية ()” دائما مستمرة . يفترض عادة في ()0, 
وامكانية تفاضلها حيث يرمز مشتقتها بالرمز الائي : 
الع ` v(t) 77٠‏ 


نسمي ()ء دالة الكثافة . ننتصح القارئ بمراجعة (1956) hich‏ للحصول 
على المناقشة الكاملةلد وال القيمة الوسطية غير المستمرة والاشتقاق البديهى العام للمعاد لة 
2.1 نشتق في هذا البند المعاد لة 2.1 وفقا الى افتراض الوجود لد الةكنافة . 
1¥ 


نظرية 2A‏ 
الاشتقاق البديهى لعملية بواسوت غير المتجانسة : 
و و 


افرض ان (0 < 12/)0,2 عبارة عن عملية قيم عددية صحيحة تحقق بد يهبات 
صفر . 1 .2 .3 فى البند 4-1 . افترض ان لدالة ما (/) 


بدبهة 4 بي !0= NO‏ لط لقا >1 


8.0 


ان ( 700 الدالة المولدة للاحتمال الاتية 


Y2) = exp ع) ()ه)‎ — 1)} (2.4) 


m(t) = 8 “v(t) dt, (2.5) 


ملاحظة : تسمى ()< بد اله كنافة عملية براسون . لاحظ ان 0#)” تمثل 
الاحتمال التقربي لحد وث حادثة في الفاصلة الزمنية ؛ الى + .ان لعملية بواسون 
المتتجانسة دالة كنافة عبارة عن كمية لابتة : 

مح )1( الجميع قيم ) 


نتوقع لكثير من الحوادث كنافة حد وث تنازلية . ( مثلا . حوادث مناجم الفحم 
تكون اقل اذا اتخذ ت الاحتياطات اللازمة لذ لك ) . ان الشكل الاتي لد ال الكثافة هو 
الشكل الشائع 
قحو = (1) د 


للكميتين الثابتتين + , ۸ حيث يجب ان تتحدا من التجارب . 


البرهان : 


بما ان للعملية :0 < ۲ ,۷)0 تزايداً مستقلاً فاننا - نحصل على 


۹۳ 


)2.6( 0 اعرف 


(e, i+ A) = (z2, DEl 
ل‎ 


(ل = [0 = R= ND‏ سد Lg — 1 = {PIN‏ 
لا = ta} pNG+R)— N(D‏ 
PINC+R)—N() =]. (2.7)‏ 2 + 
من البديهيتين 4.3 نتمكن من اثبات مابلي 
B. 28)‏ سه 7م - 1 (ge‏ اغا 


من العاد تين 0 2.8 نستنتج ان ,ال تحقق معادلة التفاضل الاتية 
عندما1 > || وان لكل 0 < ۲ 


)2.9( .}1 - 2 ()سارعان = yz)‏ 2 
ان حل المعاد له 2.9 يعطي بالمعاد له 2٠4‏ وفقا للشرط الابتداتي 1 = (0,) ل 
نستطيع تحويل سدمييه بواسون غير المتجانسة الى عملية بواسون المتجانسة . بما ان د الة 
القيمة الوسطية ١)0‏ مستمرة وغير تنازلية فاننا نعراف دالة املوب (80)' ٠۸7‏ كما يلي : 


عندما0 < ا. (6)0 :7 عباره عن اصغر قيمة ل + تحقق الشرط * < (0)” . ان 
العملية التصاد فية (0 < ها ,12400 المعرفة كما يلي : 


Md) = NOR KW), u> 0 (2.10(‏ 
عبارة عن عملية بواسون بدالة قيمة وسطية . 
u. (2.11‏ = و( mm‏ = ]))(1 7 )اكز = EM]‏ 


وهكذا فان (0 < به,(.)34؟ عبارة عن عملية بواسون المتجانسة بكثافة 1 كر , 


تستخد م معاد نه التحويل 2.10 غالبا في دراسة خواص عمليات بواسون غر 
المتجانسة ( راجع المكملة 48 ) . 
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يطلق على العملية التصادفية للقيم العددية الصحيحة ‏ 01 100,12 ذات 
التزابد المستقل التابت بعملية بواسون العمومية . يمكن ان نشت ان لعملية بواسون العمومية 
بالضرورة دالة خاصية تكون بالشكل الاتي : 


oy = etle )2.12( 


٠‏ لكمية ثابتة ما « ولدالة خاصية ما 
pret, (2.13(‏ 2 = (u)ب‏ 


وهي 2008 خاصبة للمتغيرات العشوائية ذات اليم العد دية الصحيحة غير 
السالبة بتوزيع احتمالي #م) ٠‏ ان عملية بواسون مناظرة للحالة “6 = (2)م . الحالات 
المهمة الاخرى أ (8)© العتبرة هي 


“مم ب ريو)ي 0 توزيع بواسوب 
(e)‏ = (10)ب توزيع ذات الحدين السالب 


نناقش ادناه مختلف الظواهر العشوائية التي تمثلها عملية بواسون العمومية نوضح اول 
الاشتقاق البدهي لعملية بواسون العمومية . 
نظرية 28 


الاشتقاق البدهي لعملية بواسون العمومية : افرض ان (0 < ۷)0,4) عبارة 
ل ل سسسب کک يشب سس اه 58 9 1 : 
عن عملية غددية تحقق ابدبهيات صفر . 1 , 2 , 4 بالاضافة الى ذلك نفترض وجود 
تتايع ر« بحيث عندما ,ف ,1 ع قم , 0 < ) 


)2.14( ممم =]1 > ()/ة - زم + ع3 | م ع )لق - زم لع مقط lim‏ 
h—0‏ 


فان +0 <),۷)0) عيارة عن عملية تزايد مستقل ثابت تحقق المعادلة 2.12 
لكمية ثابتة ما س . 
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0 


يي 


ملاحظة : 


ان :2 تمثل الاحتمال المشروط لحدوث ۲ حادثة آنياً في أي زمن معلوم 
اذا علمت بوقوع حادثة واحدة في الاقل . 


البرهان : 


٠‏ كما في برهان النظرية 14 نحصل عل الدالة المولدة للاحتمال 


ل« = PIN)‏ ذل - ve,‏ 
التي تحقق معاد لة التفاضل 

111111 1 1 
g2 = ارمس‎ lim {Y(zh) — UB. (2.15) 
ان‎ 

F (yeh) — 1( - {PN (O = 0] — 1(‏ 
PIN (Rh) =n | N(R) > 1]. (2.16)‏ 3 ا 4 
كما في برهان النظرية 14 نتمكن من اثبات وجو د كمية ثابتة 0 < « بحيث 


ê 3 1 - PIN) =0} =iim ع‎ PIN) > س-[1‎ (2.17) 


من المعادلة 2.14 نحصل عل 


)2.18 نه SPIN) =n | N) > 1]= YL‏ غ 
1= [عدم لاب 


من الممكن ان نغير ترتيب الغاية والمجموع في العادلة 2.18 وذلك مسن نظرية 
التقارب المفضلة ( راجع البند 6-10 ) هي المعادلات 2.15 الى 2.18- نحصل على . 


(ED) = Ye Due) — BD, (2.19) 


1۹۹ 


) 7 
و 


FF Pn (2.20)‏ 2 = زمارل 
وهكذا فان ١‏ 
(2.21) للف 200 


والتى تمائل المعاد له 2.12 


عمليات بواسون المركبة : 
يقال ان العملية التصادفية (0 <2)0,4) عبارة عنعملية بواسون المركبة اذا 


امكن تمثيلها لكل 0 < : كما يلي : 


¥) 


X() = 2 Ya, (2.22) 

حيث 0 < ۷)9,1) عبارة عن عملية بواسون وان 2,۰0۰ ,1 =< ٩‏ ر) 
عبارة عن عائلة من المتغيرات العشوائية المستقلة المتمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي ۲ يفترض 
في التتابع (1) والعملية (0 <1270(,4 ان يکونا مستقلين . 

يجب ان نلاحظ ان جهة المعاك له 2.22 اليمنى عبارة عن مجموع عد د عشوائي 
من المتغيرات العشوائية المستقلة المتمائلة التوزيع . 

قبل ان نذكر خصائص عمليات بواسون المركبة » نوضح تطبيق هذه العمليات من 
خلال الامثلة الاتىة : 
مثال : 24 


للدم 


مجموع الطلبات المعروضة على شركة تأمين : 


نفترض ان نهاية حياة اصحاب عقود التآمين التابعة لشركة تأمين على الحباة معينة 
تكون في الازمنة ٣,۰۰‏ حيث ۲1>۲2>۰۰۰ >0 نفترض ان حدوث الوفساة 
عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة تساوي « . 


۱۹¥ 


ان لصاحب العقد المنوفي في الزمن «7 عقد تأمين بمبلغ ۲٥‏ والتي يجب ان تدفع الى 
الوصي في حالة الوفاة . 


ترغب شركة التأمين بمعرفة كمية البالغ 30 التي يجب على الشركة د فعها في الفترة 
الزمنية من صفر انى / من اجل معرفة كمية الاحتياط اللازم الاحتفاظ به لتغطية الكمية 
المطلوبة . 

نستطيع ان نمثل )2 على شكل العادلة 2.22 اذن {X(t > O‏ 
عبارة عن عملية بواسون المركبة . 
مثال : 28 


انجرافات الاحجار في قعر الانهار : 


نفترض ان ازاحة الاحجار في قعر الانهار تكون في الازمنة 07> وت > رم 
حبث بفترض في الازاحات ان تكون حوادث من نوع بواسون بكثافة تساوي , 
أن ازاحة الحجر في الزمن 7 عبارة عن متغير عشوائي ,۲ . نفترض ان مجموع الازاحة 
التي قطعها الحجر خلال الزمن ؛ تمثل )× على شكل العادلة 2.22 وهكذا فان 
(0 <12000,2 عبارة عن عملبة بواسون المركبة . 
مثال : 20 


نموذاج لحركة براون 1 


بظهر نموذ ج حركة جزيئة ما نتيجة للاصطد امات الهائلة المتكررة والعشوائية للجزيئة 
مع الجزيئات الاخرى . نوضح هذا المفهرم كما بلي : نفترض ان وقوع اصطد ام الجزيئة 
يكون في الازمنة ٠٠٠‏ > :+ > ,+ > 0 وان حدوث هذه الاصطد امات عبارة عن 
حوادث من نوع بواسون بكثافة تساوي « . نفترض ان تغيير موقع الجزيئة نتيجة 
للاصطد ام في الزمن +7 عبارة عن كمية عشوائية ۲١‏ نحصل على موقع الجزيئة في 
الزمن ١‏ وذ لك من المعاد لة .2 بافتراض ان موقع الجزيئة يكون عند النقطة صفرفي, 
الزمن صفر . نتمكن من اتبات ان العملية التصاد فية © < 300,4)_تمائل بالتقارب 
عملية وبر بسبب تزايد عد د الأصطد امات في وحدة الزمن بحالة غير محد ودة ( راجع 
البند 3 ) . 
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مثال : 21 


توزيع الكواكب : 


نفترض (تم وجود مركز ( مثل مراكز الكواكب العنقود ية في النظام النجمي اومركز 
لمجتمع الحيوانات موزع عشوائيا ( حسب عملية بواسون بكثافة تساوي « ضمن 
مساحة اوفضاء ذي ثلاثة ابعاد ) (11) كل مركزيؤدي الى ظهورعدد من الكواكب 
اوالاجيال ( حيث يكون العد د الحقيقي عبارة عن متغير عشوائي “1 بقانون احتمال 
رم [۸ = ۶]۲ (ناة) يكون توزيع الكواكب او الاجيال التابعة لاي مركز حول فضاء 
ذلك المركز بصورة مستقلة بعضهم عن بعض آخر . 

نكتب العد د الكلي (2)4 للكواكب او الاجيال المتكونة في المنطقة ۸ ر ذات 
المساحة اوالحجم ؛ ) كما يلي : 


X(R) = 2y 7 (2.23) 


حيث ۲١‏ عبارة عن الكواكب اوالاجيال المنكونة من المركز في الزمن ١‏ نستخرج 
قانون احتمال النغيرات العشوائية المعرفة في المعاد لة 2.23 بنفس طريقة معاملة المتغيرات 
العشوائية فى المعاد لة 2.22 تؤدي التغيرات العشوائية في المعاد ل 2.23 ادوارامهمة في 
نظربة التوزيع الفضائي للكواكب التي تطورت حد يثا من قبل J. Xoyan‏ + ]5601 .بآ .11 
( ولاهمية هذه النظرية راجع كتاب نومان وسكوت سنة [1957] اما للاهية 
التكنيكية راجع كتاب نيومان وسكوت سنة [1958] ) . 


نظرية : "20 

لعملية بواسون المركبة 0 > ۴)(,4] نزايد مستقل ثابت ودالة خاصية كما يلى 
ولكل 0 <؛ 1 
)2.24 لليف e SE‏ 

حيث 0).ر» عبارة عن دالة خاصية المتغيرات العشوائية المشتركة المستقلة 
المتمائلة التوزيع (30) وان ” عبارة عن معدل منوسط وقوع الحوادث . اذا كانت 
> > [*11 فان عزوم 10 الثنائية المحد ودة تعطي كما يلي : 
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E[X(D] = vt E[Y], (2.25( 


Var[X (D] = »t EY], (2.26) 
Cov[X{s), X(D] = rE[Y?] min (s,9. (2.20) 
: ملاحظة‎ 


نستنتج من العادلة 2.24 اذاكان ۲ قيم عدد صحيح فان عملية بواسون المركبسة 
(0 < ,14100 22 ستكون عبارة عن عملية بواسون العمومية وبالعكس نستطيع تمثيل 
عملية بواسون العمومية بعملية بواسون المركبة . تظهر عملية بواسون العمومية على كل حال 
بطرق اخرى . مثلا يمكن تمئيلها على شكل ترتيب خطي غير منته لعمليات بواسون 
( راجع الكملة 28 ) 


البرهان 

بما ان لعملية بواسون (0 < ٤‏ ,۸)0 تزايداً مستقلاً وبما ان (-7) عبارة عن 
تتابع من المتغيرات العشوائية المستقلة ة المتمائلة التوزيع فان من الواضح {X(0,t > O}‏ 
ذات تزايد مستقل ( لانعطي برهاناً اساسياً ) . لكي نبرهن (0 < 104,4 لھا ترايسد 
ثابت ونبرهن صحة المعادلة 2.24 نبرهن لكل 0< : < ؛ مايلي : 
expr (t~ 8) {ey(#) — BJ 8)‏ = (عا)بى نجي 
عند ما 2,٠٠‏ ,1 ,0 = « فان 

_ Be 7 ®! | N(t) — N (6) = n] = و“ [ تارم‎ 


لانه اذا اعطيت حدوث 75 حادنة في الفاصلة [[,5) : فان(2)5 د ()×عبارة 
عن مجموع ” من المتغيراات العشوائية المستقلة المتمائلة التوزيع كالتغير 7 .ان 


xaza (1 = رح‎ Be" | N (e) — N (s) = n]PIN (¢) — N (8) = «[ 
- زر ل‎ > 


= e expr (t— soy (u)]. 


¥ 


وهوالمطلوب اثباته للمعاد لة 2.28 . لکي نبرهن المعادلتين 2.25 2.26 ء نفاضل 
اما المعاد له 2.24 اواستخدام صيغ ( المعطاة في البند 2-2 ) تباين متوسطات مجموع 
عدد عشوائي من المتغيرات العشضوائية المستقلة المتمائلة التوزيع : 
,]2 سح 8]11[() لفاظ = [) شاع 
E[N(D] Var[Y] + Var(N (O1E°[Y] = = vt B{F*.‏ = [() ]عدم 
يترك برهان المعاد لة 2.27 كتمرين للقارىء . 


المكملات : 


24 تمثيل عملية بواسون العمومية كترتيب خطي غير منتة لعمليات بواسون نفرض 

,2 ,1= ,(0 <؛ ,0 7)عبارة عن تتابع من عمليات بواسون المستقلة بمعد لات . 
نابي ۸۸ على الترتيب . نفترض أن © > يد لدم . تعرف ۸/۷ توم 
عراف اقا 


۰۰ + مي ناريط “°° + )و27 + NO= Nid‏ 


ائبت ان (0 <0,4)] . 
عبارة عن عملية بواسون العمومية بد الة خاصية معطاة 
بالمعادلة 212 . 


التمارين 


اوجد عند ما0 < ؛ لكل من العمليات التصاد فية (0 < 4 ,)2 الموصوفة في التمارين 
1 الى 27 مايلي () المتوسط [8]*)0 , (1) التباين ‏ [0) ۷a]‏ , (11) 
الاحتمال [0 = ۶]×)۵ (iv)‏ دالة الخاصية (ا) ريرب 
1 نفترض ان وصول الجزيئات الى عد اد كيج رحسب عملية بواسون بمعد ل 6 جزيئات 
بالد قيقة . احتمال تسجيل الجزيئة الراصلة الى العداد 9/3 . نفرض )× عبارة عن 
عد د الجزيئات المسجلة في الزمن + . 
و تقوم ربة بيت ببيع اشتراك المجلات بالبريد استجابة الزبائن يكون عبارة عن حواد ث من 
22 ا ا لل 


1۷1 


نوع بواسون بمعدل متوسط 6 باليوم الواحد يكون اشتراك الزبائن لمدة سنة . 2 سنة . 3 
سنة باحتمال 1/2 . 1/3 . 16 على الترتيب ويكون الاشتراك مستقلاً بعضهم عن بعضن 
بدفع للسيدة مقد ار 1 عن كل اشتراك سنوي في حالة وصول طلب الاشتراك . نفرض ان 
(20 عبارةعن العمولة الكلية التي تحصل عليها السيدة من الاشتراكات خلال الفترة من 
صفرالل + . 


28 ( صياغة اخرى للتمرين 9 ) . اوجد حلاً للتمرين 2.2 بافتراض ان السيدة 
كنيرة النسيان وانها لاتعلم جميع الاشتراكات الحاصلة من قبلها . انها ستستلم 
2/3 من الاشتراكات ( اختير الرقم عشوائياً ) المطلوبة . 


4 نفرض ان (0 2,()) عبارة عن عماية بواسون بمعدل متوسط يساوي « 
في وحدة الزمن والتي تمثل عد د الاشعة الكونية الواصلة الى مرصد جوي معيسن 
خلال الرمن صفرالى ٤‏ . 


إفترض ان عد د الجربئات في كل شعاع كوني عبارة عن متغيرات عشوائية . 
مستقلة متمائلة التوزيع كل منهما يخضع للتوزيع الهند سي بمتوسط يساوي ۸ . افرض 
ان 220 عبارة عن عدد الجزيئات المسجلة في الزمن من صفر الى 3 


5 نفرض (20 عبارة عن الازاحة الكلية في الزمن ١‏ للحجرالموصوف في المثال 
2B‏ . 
نفترض ان الازاحة تخضع للتوزيع الهندسي ذي المعلمين ٠,١‏ 


6 نفرض إن (10 عبارة عن الطلبات الكلية العائدة لشركة التسأمين الموصوفة 
في الال 24 افترض ان كمية الطلبات عبارة عن متغير عشوائي () ذو. 
توزيع منتظم بين 22120000 . $10,000 (i)‏ ذي توزيع اسي بمتوسط 
55.000 1 

7 نفرض ان () ۸ عبارة عن كدة البضاعة المطلوبة من منئج معين خلال ) 
يوم . 
افترض ان الطلبات عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة « باليوم ببنما 
تكون الكمية المطلوبة عبارة عن التوزيع الاسي بمتوسط م . 


يفن 


4-3 ازمنة الوصول وازمنة الانتظار : 


جرت العادة في التجارب المشاهدة لانبعاث الجزيئات من مادة مشعة أن يحدد > 
و ع انا العد د المعلوم من الجزيئات المسجلة وليس بحساب الجزيتات المنبعنة 
خلال فاصلة زمنية معلومة . هذا يؤدي الى اعتبارالتغير العشوائي .7 والذي يسمى بزمن 
الانتظار عا وتا« الى ان تقع الحادثة * . وهذا الزمن يمثل الوقت المستغرق »ع 
لتسجيل ”× حادثة اذا شاهدنا متوالبة من الحوادث الواقعة زمنيا . 

تعرف ازمنة الوصول المتابعة ٠٠١‏ ,»7 »7 اذا علمنا بوقوع الحوادث في الفاصلة 
صفرالى © كما يلي : :7 عبارة عن الفترة الزمنية من صفر الى وقوع الحاد ثة الاولى . 

وعندما 1 < 7 فان :7 عبارة عن الفترة الزمنبة المحصورة بين الحادثة (1 -2) . 
والحادئة 72 
نوضح ازمنة الوصول ‏ (70) بد لالة ازمنة الانتظار كما في الصورة اد ناه 


T= Wy, T= Wam Wo, +° °, Ta = Wa — Wan °°°. (@.D 
نوضح ازمنة الانتظار  (ہ7) بدلالة ازمنة الوصول كما في الصورة ادناه‎ 
W=T ل د17‎ 7 fora > 1. (3.2) 


هناك علاقة اساسية بين عملية العد (0 < ,۷)0 وتتابع ازمنة الوصول المناظرة 
{٣‏ لكل0 < 2,٠٠0.24‏ ,1 عم 


(3.3)اذا كانت » > ۷)0 فان < ۴.١‏ والعكس صحيح: نوضح 3.3 بعبارة اخرى 
وكما يلي : تكون عد د الحواد ث الواقعة في الفاصلة [,0) اقل اوتساوي * اذاكان 
زمن الانتظارالى انتقع الحاد تة(1 ٣‏ ”)اكبرمن2 والعكس صحيح . نحصل من العاد ل 
8 على : 


)3.4( )كاذ اكان » = N)‏ ؛ < + //آوالعكس صحيح نوضحا عاد لة 3.4 كما 
يلي : تحدث 12 حادثة في الفاصلة 0,4 اذا كان زمن الانتظار الي ان تحدث › 
الحادثة * اقل اويساوي + وزمن الانتظارالى!ن تحد ثالحادثة(1 :)كبر من 
٠‏ نحصل من المعادلتين 3.3 ٠‏ 3.4 على العلاقتين الاحتماليتين الهمتين الانبتين 


وول 


)3.5( 1,00 ,0 كه رلا < ببم5]1# = a]‏ > )تلقام 
PIN(D = a] = PIW, S 1] — P{W < Û, n= 1,2, °,‏ 
PIN() = 0] = 1 — P{W, < f. (3.6)‏ 


ميم 6 نلاحظ ان٤‏ . .۲.۷ < :۳ اذاكانت 17,14 وليست 


9 0 والعكس می رفع لكين 5 . 3.6 بدلالة دوال توزيع ازمنة 
Fy (0), n=O, 1l, <<; (83.7‏ —1 = لاير7 

و 2 ,1 =1 ,0( (e) 5 Fw, () 3 Fer‏ ليك 
Pxeg(0) - 1 2 Fp (0. )8.8(‏ 


عملية بواسون > أزمنة الانتظار الموزعة حسب توزيع كاماء ا 
a‏ يسيب E‏ 
الوصول المستقلة الموزعة حسب التوزيع الاسي 1 
ا ا 


نفرض .7 غبارة عن زمن الانتظار حتى وقوع الحاد نة ” في متوالية من الحوادث 
الواقعة في الفاصلة من صفر الى © حسب غملية بواسون بمعدل متوسط يساوي "م . 


تخضع IF,‏ لقانون احجتمال كافا ذي المعلمين po‏ وبدقة اكثر 


)3.9( 0> طلقا بوم وار 
0 > ) قات 
Fy, O=1 (itt. 4 7. >0; (3.10(‏ 
(8.11) 1-4( = 
(83.12) > [.8]17 
Var[l¥,] = & - (3.18(‏ 


4 امم 


لكي نبرهن هذه الصيغ نقوم ببرهنة المعادلة 3.10 والتي نحصل عليها من الحقيقة 
الاتية : 


n1 + 
1— Fy (0= P{W, > = PIN(D <n]= يم‎ E 1 
: =0 5 


امثال 3۸ 
طول عمر هيكل واجزاء الماكنة : 


تأمل هيكل يتكون من 7# مركبة والتي تصاب بالعطب المفاجيء وحسب نوع بواسون 
بكثافة نساوي « . عطب المركبات يكون واحدة بعد الاخرى . اذا فرضنا +77 عيارة 
عن طول عمر الهيكل الى ان تعطب المركبة 2 . فان ١۲١‏ موزعة حسب توزيع 
كاما بالمعلمين ١‏ , ” وعلى هذا الاساس يكون توزيع كاما عبارة عن نموذج لطول عمر 
الانظمة التي تعاني من العطب . يفترض دراسة اطوال اعمار انابيب لنظام شبكة المياه . 
بد قة اكثر نفرض 7 عبارة عن عد د السنين التي يكون فيها قدم واحد من الانبوب صالح 
للعمل قبل تآكله . نفترض ان ! 7 متوسط 36 سنة وانحراف معياري بساوي 18 سنة . 
اذا اعتبرنا الفرضية القائلة بان 7 تخضع لتوزيع كاما بالمعلمين 07« اننا نستطيع 

تقدير «٠۸‏ باستخدام اسلوب العزوم . اي نقدر = ٠ع‏ بالقيم التي تحقق 


)5.14 .)18( = ی = Var[?]‏ ,36 = ]1 
اذن 

_ TAL 2 شاوه‎ 
VaurlT] 9’ "7 Varli] (3.15) 


ان اسلوب العزوم ليس بالاسلوب العام لتقد ير المعلمات ] gl)‏ فصوت ¢ (0940) ¢ 
40 [. المراجع الاخری حول اساليب تقد ير معالم توزيع کاما تجد ها فی كتاب 
Gro . Gupta‏ سنة 1061 . ١‏ 


تنبت بعد ذلك ان ازمنة الوصول المتتابع' ۰۰ الحوادث من نسسسوع 


بواسون يكنافة تساوي « عبارة عن متغيرات عشوائية مستهلة موزعه بصوره منمائلة كل 
منها بتبع قانون الاحتمال الاسي بمتوسط يساوي 1 . 


Ve 


ان هذه الحقيقة عبارة عن اسلوب للاختبار الفرضي القائل بان تتابع الحروادث 
الواقعة عند زمن ما عبارة عن حوادث من نوع بواسون . 


يفترض ان تكون ازمنة الوصول المشاهدة 75,0٠٠‏ .7 مشاهدات مستقلة للمتغير 
العشوائي 7 . باستخد ام الاختبارات المختلفة اوالاختبارالموضح في البند 3-5 . 
يمكن ان تختبرالفرضية القائلة بان 7 موزع بصورة اسبة . وبنفس الطريقة » يمكن اختبار 
الفرضية القائلة بان الحواد ث المشاهدة هي من نوع بواسون لانعمليةبواسون[0 < :,4/)0) 


مميزة بحقيقة كون ازمنة الوصول (7) عبارة عن متغيرات عشوائية موزعة 
توزيعاً اسياً مستقلاً : 3 
زغل ية كدة 
نظرد 

ازمنة الوصول التتابعة 22,0٠٠‏ ,2 لحوادث من نوع بواسون بكثافة تساوي - م 


هي عبارة عن متغيرات عشوائية موزعة بصورة متماثلة مستقلة متبعة قانون الاحتمال الاسي 
بمتوسط يساوي «/1 


البرهان 


قبل ان تبرهن النظرية تبرهن ما بلي :لاي عدد صحيح « واي اعداد حقيقية 
44٠٠٠,‏ فان : 


٠٠0 Ta > bh] =e e. . cg”, (3.16)‏ روا > P[T1 > tı, Te‏ 
تتحقق صحة المعاد لة 3.16 عندما يكون1 = #بصورة واضحة لان 


P(T, > h]= PIN(4) =0] = امسج‎ (3.17) 


لكي تبرهن معاد لة 3.16 بصورةعامةننبت لاي 1 < » ولاي اعد اد حقيقية 
مدو ,21 ر إن 
من العادلة ومن الحقيقة الاتية : 
PT, < y| 25 2 as, °°°, T= mı] = €, (3.18)‏ 


1۷۹ 


من المعاد لة 3.18 ومن الحقيقة الآنية : 
0 زك > PT > f, °°“, Ta‏ 
لني ع ويا ey ARSENE‏ 
fat‏ 5 
وه der1 ٠ ٠١‏ (مسنه ٠,‏ * :0ه) ريو r e‏ 
يمكن ان نستنتج المعادلة 3.16 وباستخدام الاستنتاج الرياضي » ان البرهان 
:الكامل للمعادلة 3.18 خارج نطاق هذا الكتاب نوضح البرهان ‏ حالة 2 = ۸ ان 


PIT» > رز‎ | Tı= 2] = PIN(y + P9 - :)زه‎ =0] F1 = a]. (3.18) 


ان لعملية بواسون ( 1)٠‏ تزايداً مسبقلاً ثابتاً » لذلك فان : 
PIN (y)—N(0) =0] =e” (3.20)‏ د إنه PN(gy+ TJ—N(T)= 0| T=‏ 


نظا لاعتماد :7 على قيم )۲ فقط ضمن الفاصلة ازمنبة ,۳ > 4 > 0ولثي تكو 
مستقلة عن ۷)77 - ٠) + ٣‏ البرهان الدقيق الكامل لعادلة 3.20 خارج 
نطاق هذا الكتاب . ( للحصول على براهين ذات نتائج عامة » راجع ]1960[ Chung‏ 
او (1960] ٠ذ1‏ اذا وافقنا على شرعية معاملة 80 اوبصورة عامة اذا وافقنا على 
شرعية الصيغة الاتية عندما1 < : وللاعداد غير السالبة 1705 رلا 

PT, > y| ل‎ a °°°, Fa = | 

SPNGYFa Fan) =N(e +--+) = 0] = e , )8.21(‏ 
فان هدا هو المطلوب من انباته في حالة النظرية ة٠‏ 
برهان اخر لنظرية .3.4 تجده في البند 4-4 اما معكوس نظرية 4 ستمده في البشد 
هم ان نتائج هذا البند تؤدي دوراً مهما في نظرية الاستنتاج الاحصائي لعمليات بواسون 
نذكر تطبيقين من هذه التطبيقات . 
مثال 38 


تقد ير معلم عمله بواسوك : 
ال و ا سه 
اذا شاهدنا عملية بواسون لزمن مشاهدة # محدد مسبقاً فان عد المرات ‏ )27 
يمكن ان تستخدم لتكوين نقطة تقد بر وفترات ثقة 1 < باستخدام كون (270 موزعة 


Vy 
- م1 العمليات تمادقة‎ 


حسب توزيع بواسون بمتوسنط يساوي «٤‏ من جانب اخخرء اذا استمرت عملية المشاهدة 
الى أن يتم عد 72 مرة من الحوادث فان .77 كمية المشاهدة المطلوبة للحصول على ” 
حادثة يمكن ان تستخدم لتكوين فترات ثقة ( « وذلك بكون 017 موزعة حسب 
توزيع © بدرجات حربة تساوي 2 افرض ان 200 عبارة عن قبمتين بحيث اذا 
کان 7 موزعا حسب توزيع “ا بدرجاتحربة 2 فان2/ه-|2 < برام [0 > جام 


اه ام س ے 
: أ >> Wa > 2[ > Pl‏ > 0[صده - ] 


وھکذا فان (ے 5/2۷۴ (C/2W n,‏ عبارة عن فرة ثقة ! « بمعامل ثقة يساوي » - 1 
للحصول على مراجع حول هذه المناقشة وبصورة موسعة راجع عنرایمزى Rubin‏ 
Sitgreaves‏ سنة (1955) 
مثال 3٥‏ 
اجراءات مقارنة عمليات بواسون : 


افرض أن (2/)0 و(2/"0 عبارة عن عمليتين مستقلتين لبواسون ولكل منهما 
معدل متوسط يساوي « و على التوالى . 


باستخد ام نظرية 4 نستطيع أن نختبر اذا كان '«= « افرض إن :20 :يم 
عد دان صحيحان وان 17٠,‏ عبارة عن زمن الانتظارالى وقرع الحاد ةر" في ساسلة من 
الحواد ث التي لها عملية عد ( ٩)١‏ وافرض ان 71 عبارة عن زمن الانتظار الى وقوع 
الحاد ثة :7 في سلسلة من الحوادث التي لها عملية عد ( N)‏ . ان ,رابت , Hn.‏ 
عبارة عن متغيرين عشوائيين موزعين حسب توزيع × بدرجات حرية تساوي :200 , ,يرد 
على التوالي . وفقا للافتر اض القائل بان “اح « ستكون النسبة ره 10117 لي لاون 
موزعة حسب توزيع 7 بدرجات حرية تساوي :2:2 للبسط والمقام على التوالي 
من هذه الحقيقة يمكن ان نحصل على اختبار الاهمية للافتراض «=١‏ الخطوة 
الاهم في هذا السياق هو اختبار هل ان لسملسلة حواد ث بواسون المختلفة نفس المتوسط ام 
ل . للحصول على تمارين ترضيحية لهذا السباق . را Pq  .  Alaguire‏ 
ددر (1952) اما الاساليب الاخرى لتقد بر واختبار الفر ضيات التي تخص النسبة 
رر فستجد ها في كتاب Birnbaum‏ }1953 ,1054( . 
4A۸‏ 


مكملات : 


اختبار العمر . 
نستطيع ان نعتبر توقف الموكبات الالكترونية عن العمل عبارة عن حوادث من نوع 
بواسون بكثافة تساوي 1/8 ويجب ان تحد د من النجربة احدى اساليب تقد ير المعلسم 
6م کما يلي : 


اختر حجم عينه مناسبا ولبكن ” 6 حيث « مركبة في حالة عمل في نفس 
لوقت ثم تستمر هذه المركبات في العمل الى ان تحصل على ۲ مركبة توقفت عن العمل 
افرض ان ,77 عبارة عن زمن الانتظارالى ان يقع العطب رقم ا حبت j=l‏ 
افرض ان ,7 , ٠-٠‏ 7 عبارة عن الازمنة المتتابعة بين توقفات المركبة عن العمل 
راي ان ¥ =" ,1۳ م11[ ,2 عند مان < 7) . نبرهن الصيغ الاتية : 


ر المناقشة الكاملة لخطر ات اختبار العمر تجدها في كتاب B. Epstein‏ 

المعنون الاساليب الاحصائية لاختبارالعمر . اوراجع كتاب نفس المؤلفسنة [11900) , 
34- ;7 ووزع حسب التوزيع الاسي بمتوسط يساوي (1 + قو - )/0 عند مأ" , 7-155 
وو استقلاية ,ا 
عو - اذا كانت Fy, + (n — r) Ey (r= j +1) FT;‏ ¥= 

فان 21/9 موزغة حسب توزيع × بد رجات حرية و 
وو _ رب[ عبارة عن تقدير | 6 غير منحاز بمعنى ان 


3 برهن كيف يمكن استخد ام30 لتكوين فترةثقة ! 8 ذات - جانبين two-sided‏ 
بمستوی اهمية signifieanee‏ يساوي م - ]1 . 


لمستوى اهمية O‏ 
امن 


توزيع ازمنة الوصول لعملية بواسون غير المتجانسة ١‏ 
ل ر 
اعضيت حراد ت يكول وفوعها حسب عملية براسود عير المتجانسة بد الققيمة وسطية 
هممتهرة (7014. عر فك ازمنة الرصولالمشتابعة ٠٠ ٠‏ ,رل .7 وازمنة الانتظار المنتابعة ,7 
,۷ كمايلي 7عبارة عن الزن من صفر الىوقوعالحادثة الاونى 7١‏ عبارة عن الزمن من وقوع 
الحادئةر1 - :”الي وقوع الحادثة :.//1عبارة عن الزمن من صفرالى وقرع الحادنة « 
ابت عند ما0 < ٤‏ مايل : 


ji) = em ا س )م‎ 
fr, |= م موسق‎ + mt y(t 8); 50 
ل[ - )م1‎ ° g-mtt+ زر‎ + s)v(s) ds; - 31 
mio O ye. 0 
م40 0-1 - كر‎ 31 
1- Frwy سي ب‎ mat itm; aK 
09 =2 
1F, = f ام م‎ v(s) de, > 2. ل‎ 
: التمارد بن‎ 


31 وصول الزبائن الى مكان خد مي يكون عبارة عن حواد ث من نوع بواسون بكنافة 
0 بالساعة . ما هو احتمال كون ازمنة الوصول المتتابعة كما يلى : 

() اكثرمن 2 دقيقة ؟ ٠‏ 

(8) اقل من 4 دقائق ؟ 

(نل) بين دقيقة وثلاث دقائق ؟ 

في احدى تجارب حساب اشعة 87 المنبعثة من مصدر ااشعاعي بكثافة 
ثابتة حيث تم عد 18,000 شعاع من اشعة © خلال مدة 100 ساعة من المشاهدة 
المستمرة .تسجل ازمنة وصول اشعة » على شربط بحيث يمكن تحديد عدد 

الدشعة المسجلة فى كل فترة زمنية ذات طول يساوي 1- دقيقة . 

في كل فترة زمنية ذات طول يساوي (1 -)د قيقة . 

(0 عند ما 04م اوجد عدد الفترات المتوقعة ذات الطول 1 دقيقة 

۸۰ 


e 


والتي تحتري على ۾ من اشعة > فقط . بافتراض ان انبعاث اشعة » من المصدر 
الاشعاعي حسب عملية بواسوث بمعدل متوسط يساوي متوسط عد د اشعة © 
المشاهدة في فترة ذات طول 1 دقيقة . 

(1)عثد ماله ,3 ,2 ,1 ,م -#اوجد العد د المتوقعالازمنةالوصول للمشاهد ة اعتباريا بين :0 ثانية و 
(1 +108 ثأنية . 

3 - بسجل عد اد جزيئات نووبه معين كل جزيئة ثانية . تصل اليه . افرض ان الجزيئات 

سون بمعدل متوسط 4 فر الدقيقة . افرض ان 7 عبارة عن 

ثق ) بين جزيئتين متتابعتين يتم تسجيلهما . اوجد : 

. )مهلا‎ 8]7[ (ii), PIF > 1] 


بصل حسب عملية بوا 
الفترة الزمنية ( مقاسة بالد قا 
() دالة كتافة احتمال ۳ ,(ل) 
3.4 _ اعد حل التمرين 3 وفقا لافتراض کون العداد يسجل الجزيئة الرابعة فقط . 
5 -يكون بکاء طفل ما حسب عملية بواسون بمعدل متوسط 12 مرة كل ساعة . اذا 
كانت استجابة والديه لبكائه في () المرة الثائية (1) المرة الثالثة . فما هواحتمال 
انيكون طول الفترة الزمنية بين استجابة والدي الطفل والاستجابة الثانية هوعشرد قائق 
6 -يسجل عد اد الجزيئات النووية الجزيئة الثانية التي تصل الى العداد افترض ان 
الجزيئات تصمل حسب عملية بواسون بمعدل وسط يساوي 2 بالدقيقة . افرض 
ان 370 تمثل عدد الجزيتات المسجلة خلال الدقائق الاولى بافتراض ان العداد 
يبدأ بتسجيل الجزيئة الثانية التي ستصل .. 


اوجد () [« = ن) نزام عندما 0,12٠‏ عه EN(D] GD ١‏ 


7 التوزيع الهند سي 

مصدر اشعاعي معين يتكون من مادتين مشعتين حبث كل من المادتين يبت , 

اشعة » وإشمة 8 على التواني .يفترض ان يكون اشعاع المادتين بصورة مستغلة 
علم ان معدل وسط انبعاث اشعة © وم يساوي كد +« على التوالي . 

ابت إن احتمال مشاهدة * من اشعة 6 خلال الفترة الزمنية بين تسجيل جزيئتين 
5 1 طن طظد Î...‏ ا 

متعاقبتين من اشعة » يساوي e)‏ حت i,‏ ,0 حم 

ان المدة الزمنية بين الحاد نة الأولى والحاد نة رقم 50 في سلسلة من انفجارات 

الفحم الانكليزي تساوي 7.330 يوماً افرض ان الانفجارات عبارة عن 


فتن 
مناجم 


ما 


حوادث من نوع بواسون . اوجد تقد ير ئعدل الانفجارات الحاصلة بواسطة () 
نقطة التقدير (نة) فترة الثقة . 

9 تبين ان المدة الزمنية بين الحادتة الاولى والحادئة رقم 4 5 في سلسلة 108 من 
انفجارات مناجم الفحم الانكليز: بي تساوي 8,042 يوما ( راجع  Maire‏ 
Wynn . Pearson,‏ سنة ]1952[ ص 214 ) بينما كانت الفترة الزمنية بين 
الحادثة 55 والحادثة 108 تساوي 16,804 يوماً . اذا افترضنا ان معدل حدوث 
الانفجارفي كل من الفترتين كمية ثابتة وبساوي 2 على التوالي.اوجداختبار 7 
للفرضية :<-.«. هل لقيمة 0 = 16,804/8,042 = 7 تأثير عند مستوى معنوية 
يساوي 1% ؟ ١‏ 


44 التوزيع المنتظم لازمنةالانتظار: 
عملية بواسون : 


يطلق على عملية براسون غالبابالعملية ا اوالنموذج الكامل العشوائية لانه 
بمثل توزيعاً لعد د لامحد ود من النقاط العشوائية ضمن فترةلامحدودة من صفرالى م . 
النظرية الاتية تتضمن بصورة د قيقة ماجاء اعلاه . 
نظرية : 4A‏ 

افرض ان (0 < ٤‏ ,487)0] عبارة عن عملية بواسون بكثافة تساوي « . وفقا للشرط. 
)7 فان الازمنة ۾ - + > ٠٠١‏ > .7 > > في الفاضلةصفر الى 7 التي تقع 
عند ها الحوادث عبارة عن متغيرات عشوائية لها نفس التوزيع فيما اذا كانت رتب 
احصائية نسبة الى ۸٠‏ من المتغيرات العشوائية المستقلة 0 ٠٠٠,‏ الموزعة بصورة 
منتظمة فى الفاصلة صفرالى 7 . نطلق على ٠, ٠٠١,7.‏ بانها الرتب الاحصائية نسبة الى 
EE‏ . اذاكانت ٣١‏ اصغرقيمة من قيم ورا ,۰۰۰ .]چا اصغر 
قبمة ثانية من قيم ءا ٠٠٠,‏ ,ا وهكذا بالنسبة الى بقية النغيرات . بحيث يكون × 
"كبر قيمة بين قيم ارون 


مالاحيظلة : 71 
يمكن القول بان الازمنة +0:7--7 التي تحد ث عند ها الحواد ثرفقا للشروط 


1A۲ 


القائلة بان / حادة قد وقعت خلال الفاصلة من صفر الى 7 ٠‏ وتعتبر هذه الحوادث 
عبارة عن متغيرات عشوائية غير مرقبة ٠‏ وانها موزعة بصورة مستقلة ومنتظمة ضمن الفاصلة 
صفرالى 7 . 

يجب ان نلاحظ ان المتغير العشوائي ” الذي يمثل زمن حدوث الحادثة وان 
المتغير العشوائي ,۳ الذي بمثل زمن الانتظار الى ان تحد ث الحادثة ۸ عبارة عن رموز 


البرهات : 


زلاحظ اولا اذا كانت ل , ٠٠٠‏ 0 موزعة بصورة منتظمة ضمن الفاصلة صفر 
الى 7 فان لهذه المتغيرات د الة كفاقة احتمال مشتركة تكون كما يلي : 


Jy... th °°° , 4) > 4.1)‏ اذا کان ۳ > ,“۰ ,ت > 0 
صفر- ماعدا ذلك : 
ان للرتب الاحصائية +7 ١,‏ * * :51 نسبة الى Uy ‘ry, U,‏ دالة كنافة احتمالك 
مشتركة كما بل 
fn), 0 Sh Sh > ١ > < 42)‏ 
ماعدا ذلك وه =“ 
ان الاحتمال المشروط ؛ اذا علمت بحدوث ۲ حادثة في الفاصلة [0,۳) اي 
حدؤث حاد نة واحد ة فقط في كل من الفواصل الجزئية غير المشتركة hı),‏ + كرد 
,2 + ,]2 فن الفاصلة [0,1) وعدم حدوث اي حادثة في اي مکان آخر› 
يساوي 


ويري. . Meg ATA.‏ وي وريز 6 ار 
E 6.‏ کے 


إن 
he ‘haj. (43)‏ = 0707 
k!‏ 


بالرموز› اذا كانت ب > ٠٠٠‏ > وم > 7١‏ عبارة عن الازمنة التي تحدث عندها 
۸ حادثة فان 


Ph Sr Shh hk Sr, Sb FRIND مطل رطع‎ 
(4.4) 


Ar 


تساوي الجهة اليسرى للمعادلة 44 بصورة تقريبية باستخدام تعريف دالة كثافة 
الاحتمال مايلي : 
٠00 Bh,‏ لزي 2 00 
وهكذا برهنا ان الكنافة الاحتمالية الشتركة لازمية الرتب ”٠٠٠,7*‏ للحوادث 
تساوي *1/7 وهذ! عبارة عن دالة كثافة الاحتمال المشتركة اذا كان ب , ٠٠١‏ يدم 
عبارة عن رتب احصائية. نسبة الى ” من امنغيرات العشوائية الوزعة بصورة منتظمة في 
الفاصلة صفر الى 7 . وهو المطلوب الباته . 
ارقا اذا كانت الحوادث هن نوع بواسون . باستخدام نظرية 44. نحصل 
على اختيار لكون الحوآدث المشاهدة عبارة عن حوادث من نوع بواسون ام لا . افترض . 
تمت مشاهدة العملية ضمن فترة طولها 7 حيث حد نت خلالها 7 حادثة . 
افترض ان نسجيل الحواددث 7 سيكون بطريقة عشوائية (اي - طريقة لانكون على 
اساس تسلسل الحدوث ). عندها ” ,1,۰۰۰ = ز افرض ان رلا تمثل زمن حدوث 
الحادثة 1 ( مقاسة من بداية فترة المشاهدة ) . اذا كان وقوع الحوادث حسب عملية 
بواسون فان المتغيراثت العشوائية علا , ٠٠١‏ دنا مستقلة وهوزعة بصورة منتظمة ضمن 
الفاصلة صفر الى 7 احدى طرق اختياركون المتغيرات العشوائية من نوع بواسون هو 
اجواء اختبار هل ان المشاهد ات مل , * “,11ا مسيقلة وموزعة بصورة منتظمة ضمن 
الفاصلة صفر الى 7 . لانجاز الاختبار الاخير يمكننا ان نستخد م اختباركولموكروف - 
سمرنوك أو اختبار كريمر م6 ده ©( راجع بند 3-5 ) اوحسب نظرية الحد المركزية 


اذا كانت قيم : كبيرة فان مجموع 
Sa= 3, U: )4.5(‏ 


من المتغيرات العشوائية المستقلة . حيث كل منها موزع حسب التوزيع المنتظم ضمن 
الفاصلة صفر الى ۳ يمكن اعتباره كالتوزيع الطبيعي بمتوسط 1 


E[S,] = nE[U J = n ۰. (46( 
وتباين‎ 

/ 
Var[S,] = n VarlUı] = 1 5: 4.7) 


1A4 


اذا شاهدنا خلال 7-0 دفيقة 12 = ۸ حاد تة فان المجموع در لازمنة وقوع 
الحوادث عبارة عن توزيع طبيعي ( بصورة تقريبية ) بمتوسط يساوي 60 وانحراف 
قياس, يساوي.10 . ' 

اما اذا حققت ء5 المباينة 


)4.8( ,1.96)10( + 60 > يرق > 1.90(10) — 60 
فاننا سنقبل الافتراض الاحصائي القائل بان الحواد ث المشاهدة من نوعبسواسون . 
يقال ان لهذا الاختبار مستوى معنوية نساوي :959 . ونقصد بهذا اذا كانت 
الحوادث عبارة عن نوع بواسون فاننا سنقبل الفرضية القائلة بان الحوادث عبارة عن 
نوع بواسون: باحتمال يساوي 95% . راجع كتاب (1958) سقسددط0 ص 667 
لد راسة خواص هذا الاختبار . 


البرهان الاخر لنظرية 84 


باستخدام نتائج النظرية 44 الموضحة في المكملة 44 نستطيع أن نبرهن نظرية 
34 بصورة دقيقة كما بلي : 
ثبت قيم رتيل حيتٌ0 < #افرض أن 


G() = P(Tı > tn, °°“, Ta > ]ما‎ Wara = 8] 48( 


يمكن ان نثبت باستحدام المعادئة 3.1 والمكملة 4 وباستخد ام البرهان الموجود 
في كتاب الاحتمالات الحديثة ص 301 الى ص 306 . عندماط + +٠٠١‏ را < ؤان 


5 0ك‎ t= بو = .س‎ f 
G{() = — dr drs din 
عن‎ E ب‎ z+ nF fy 


| 5 atte. (4.10) 


يمكن التعبير عن 4.10 كما يلي : اذا جزأنا خطاً مستقيماً ذا طول يساوي الى 
(1--) جزء وذ للك باختيار: نقطة بصورة عشوائية على الخط . فان الاحتمال ‏ ()6 


A0 


عي 


لكون طول الجزء 7 اکر من را يساوي الصبغة الأخيرة في المعاد له 4.10 في ضوء 
المعاد لتين 3.9 4.10 نحصل على : 


f 007 4‏ - لما > و3 ,"<+ روا > لاط 


> ( ا 5 ع 
9 1 كان e‏ 


gq ttre‏ سه 


وهذا هو البرشان المطلوب للمعاد لة 3.16 وكذ للك للنظرية 3۸ 


المكمللات : 


44- التوزيع المنتظم لازمنة الانتظار 175,207 :7 أذاعلمت ان 7-1 
افرض أن .# عبارة عن زمن الانتظار الى وقت وفرع الحاد ثة ” لعملية بواسون . اثبت 
ان لازمنة الانتظار :-.8 ۴١,٠٠٠,‏ وفقا للشرط ؛ 1!١-‏ نفس التوزيع كما لوكانت 
رتب احصائية نسبة الى (1 - «) متغير عشوائي مستقل 20-1 ,2102-2-0 موزعة بصورة 
منتظمة ضمن الفاصلة (1 ,0) . 

8 - توزيع ازمنة الوصوك » اذا علمت ان عدد الوحدات القادمة سيكون ضمن فترة 
بد الة قيمة وسطية مستمرة ()” . اثبت ان الازمنة .> >2 >7 في 
الفاصلة /,0) التي تحداثُ عند ها المتغيرات العشوائية وفقا للشروط )3 لها 
نفس التوزيع فيما اذاكانت رتب احصائية نسبة الى ۾ متغير عشوائي مستقل ,۲ , ٠٠١‏ ,دنا 

بدالة توزيع مشتركة 


3 
40 تقد بر واخنبار الفرضية الى تخص دالة القيمة الوسطية لعملية بواسوث 
- 5 5 س ل ا 
نفزض ان 6 من الحوادث شوهدت في الفاصلة :40,7 ا حادثة عند الازمنة 
r‏ . انت ان الحصول على اختبار الفرضية القائلة بان الحواد ث تحد ث 


حسب عملية بواسون بدالة قيمة قيمة وسطية 2204 يكرن باسټخدام اها اختبار كولمو كروف- 
سمرنون اواختبا ركريمر- فون - مايس المعرك في البند 3-5 عندما 


O = 


اثبت بصورة خاصة انه يمكن كتابة احصائية کریمر - فون مايس كما بلي : 


3 ا لز‎ _ mtu) | dme) 
2= f Î 


r E BE Fl 


ح زعا 8 3 n=‏ 


03 لاحظ بائع صحف ان وصول الزبائن يكوا غير مننظم ويكون حسب عملية 
بواسون وبمعدل زبون واحد كل دقيقة . في احد الايام طلب من احد 
اصد قائه القيام ببيع الصحف لد ة خمس د قائق حتى ينجز بعض اعمالسسه 
التي تنطلب حضوره . بعد ان رجع الى صد يقد بان عدد الزبائن خلال فترة 
خمس دقائق كانوا اربعة زيائن فقط . قال بائع الصحف وكيف ذ لك ؟ هل 
يمكنك وصفهم لي كي اعلمك باوقات وصوفم . احسب احتمال مقدرته 


على تحديد اوقاث وصوهم بافتراض ان قبول صحة ادعائه اذا كان ضمن 
فاصلة طوها 2 دقيقة . 

2- نفرض مشاهدة سلسلة من الحوادث لمدة 10 دقيقة . وقد لاحظنا حد وث : 
مرة عند الازمنة 0.20 , 0.38 , 0.98 ., 2.02 ,3.92 ,4.12 ,5.74 


. 9,94, 9.85, 8.49, 7.87, 0.42, 


استخد م احصائية على شكل المعادلة 4.3 لاختبار الفرضية القائلة بان 
الحواد ث من نوع بواسون ( عند مستوى معنوية 9590 ) . 


45 إفرض ان( > عد دان صحيحان وان 4 عبارة عن عد د حقيقي . 


مذلا 


اثبت ان لزمن الانتظار الى وقوع الحادتة + دالة كثافة احتمال وفقا لشرط 
حدوث ۸ حادثة من نوع ( بواسون ) خلال الزمن م : 


E 1 1 E‏ 2 0 51 0 م 
وها متوسط 
[ اللتتقفا 
و 1[ بج 


FILTERED POISSON PROCESSES عمليات بواسون المصفاة‎ 4-5 
a سنييلي.شل‎ 


يمكن استخدام عمليات براسون المصفاة كنماذاج لمختلض الظواهر العشوائية . يطلق 
على العمليات التصاد فية بعملية بواسون المصفاة ( ان هذا الرمزغير قياسي ) اذا امكن اعتبار 
ظهورها من خلال العمليات الخطية على عملية بواسون . تقد م ذكرهذا النوع من العمليات 
في الفيزياء الضوضائية كنموذج للفورضاء الطلقية . استخد مت هذه العمليات بعد ذلك 
فى بحوث العمليات كنموذج لعد د القنوات الخد مية المشغولة في نظام لعد د من القنوات 
الخد مية غير المحد ودة . نوضح مفهوم التعريف بامئلة بحوث العمليات الاتية : 


مثال : ه5 


عد د القنوات المشغولة في نظام للاتصالات التلفونية : 
متاو a a a‏ لمح سروك عن 


نفرض ان مركز اتصال تلفرني يحتوي على عدد غير محد ود من الخطوط التلفونية . 
كل ند اء سيشغل قناة واحدة . نفترض ان النداءات تحدث في الازمنة  7١ ٠٠١‏ بم 
حيث إن. ٠٠‏ > :+ , > رج > 0 .نفترض ان وصول الند اءاتعبارة عن حواد ث .من نوع 
بواسون بكثافة « .۲ تمثل المدة المستغرقة للنداء الواصل في الزمن ,7 .نفترض ان 
۰ ,۲ عبارة ع متغيرات عشوائية مستقلة موزعة بصورة متمائلة . )1 عدد 

القنوات المشغولة في الزمن + والتي يجب علينا تحد يد ها .احدى طرق تمغيل ‏ (1)0. 
هي بعد د الازمنة 5 حيث ,۲ + م > 4 > م7 وتكتب هذه الصيغة بالرموز كما 
يي: 


)تر 


X(O = 2, wo(t— ra, Fn), ٠ (5.1) 


حيث ان دالة معرفة لقيمة وكما يلي : 


gs) -1 °’ 0> 5>‏ 
ا# <ة او 0>هة , 0= 


ان N()‏ عد د النداءات في الفترة [0,4) 


. مئال 58 


عد د القنوات المشغولة في نظام انتظار بحتوي على عدد لامحدود من القنوات 
نفرض ان وصول الزبائن الى نظام بحتوي على عدد لامحدود من القنوات في الازمنة 
٠١ > 2>‏ الزبون الواصل في الزمن TA‏ يحتاج الى مدة عشوائية من الخدمة ,7 . 
افرض ان ١)0‏ تمثل عدد القنوات المشغولة في الزمن + .بمكن كتابة العملية 
التصادفية )× على شكل المعادلة 5.1 . 
مقال 50 


2 


عدد العمال في نظام التامين :. 


افرص ال العسات يصايرت بالحرادت فى الازمنة. ٠٠٠‏ >72 > ,دان العامل الذي 

يصاب في الزمن .7 لايستطيع العمل خلال مدة زمنبة ,1( عشوائية ) حيث يستلم 

خلال تلك المد ة مخصصات تأمين. افرض ان () تمثل عدد العمال الذين يستلمون 
مخصصات تآمين في الزمن ١‏ .يمكن ان تكتب العملية التصادفية ‏ (0 < /,()) 
على شكل العاد لة 5 1 ١‏ 


مثال ([5 
عدد الجزيئات التى تغلق العداد ©22172651هم 
1 - 
افرض ان الجزيئات المنبعنة من مصدر اشعاعي تصل العد اد شي الازمنة ۰۰۰ > د۶ > ده 
الجزيئة التي تصل العداد في الزمن +7 تغلق العداد لمدة زمنية عشوائية .7 اي ان 
الجزيئة التي تصل العد اد في الزمن [,۲ ا ,+ ,.7) سوف لاتعد .افرض ات ()< تمفشل 


۱۸4 


عد د الجزيئات المسببة انغلاق العداد في الزمن ( لاحظ ان العداد يكون غير منغلق 
في الزمن ۾ اذا كان (0 = ()1. والعكس صحيح ) . 


تحقق العملية التصادفية (0 <100,4) العادلة 5.1 . 
0 < » يطلق على العملية التصاد فية (0 < 11)0,4- بانها عملية بواسون المصفاة 
اذا امكن تمثيلها لقيم ]كما يلي : 
)5.2( ).3 ل x=‏ 
حيث ان () (0 < ٤‏ ,6۷)۵0 عملية بواسون بكثافة + (iD {Ty}‏ تتابع من 
انخيرات العشوائية المستقلة الموزعة بصورة متماثلة كالمتغير العشوائي 7 وانها مستقلة عن 
LY(D, ¢ > 0(‏ , ا (س,</)م دالة ثلاث متغيرات حقيقية . تسمى بدالة 
الاستجابة response funrtion‏ وضح المعادلة 5.2 كما يلي : اذاكان + 
يمثل زمن حدوث حادئة . فان 75 يمثل سعة الاشارة المتعلقة نلك الحادثة . 
Fm)‏ تمثل القيمة عند الزمن ٤‏ لاشارة ذ ات كمية J‏ متكونة عند الزمن 2 
وان )1 تمثل القيمة عند الزمن ¿ لمجموع الاشارات المتكونة بسبب حدوث 
الحوادث في الفاصلة [/,0) ٠‏ 
اذا ارد تخد بد عملية بواسون المصفاة يجب ان نذكر ما بلي : 
)0 الكنافة « لعملية بواسون تحت الد راسة (1أ) التوزيع الاحتمالي المشترك للمتغيرات 
العشوائية (7) (ان) دالة الاستجابة . 


دوال الاستجابة المنائية pica response functions‏ بصورة عامة 


)5.8( (/#رم ح (try) = w(t‏ 
لدالة ما (52)ممة بعبارة اخرى . التأثير عند الزمن + للاشارة الحادثة عند 
#الزمن يعتمد على الفرق الزمني (7 - 4) فقط بين 7.4 ٠‏ ۰ 


ان الدوال 
<y 1 (5.4)‏ و > 0 for‏ 1 = (إإرة )ونه 
0 = ماعدا ذلك 
=y—s for 0<8 <y (5.5)‏ (لإرق)وتنا 
0 ماعدا ذلك 


14۰ 


تؤد ي الى ظهور عمليات تصاد فية نحد ث بكثرة في العلوم الاد ارية ( راجع الامثلة 
54 الى (5C‏ 


تحقق بصورة عامة الد وال ذات الشكل . 


)5.6( 1 ر(ق)دصن = (رزرع )ك1 
الشرط الاتي 
wı(s) =0 for s8 > 0, (5.7)‏ 


حيث ان (ء)ر دالة مناسبة . 
ندرس هذه الد وال غالبا في نماذج الضوضاء الطلقية .دالة مهمة اخرى هي : 


)5.8( 1= ()س اذا كان 8<0 
. 0= اذاكان 8>0 


لأ 5 
والني تمائل عمليات بواسون-المركبة ( كما معرفة في البند 4-2 ) 
نظربة : DA‏ 


افرض ان 200 عملية بواسون المصفاة المعرفة بالمعادلة 5.2 . ان لاي عدد 
موجب ٤‏ وغدد حقبقى »ت فان : 


eya (4) = exp jv ا‎ ge dr}, )5.9( 


وان لاي 0 < ٤٤ < ٤1‏ واي عددين حقيقيين #1١‏ + 15 فان 


0 9 
2000 11,1) = exp f J لا‎ I Cs 
0 


free امهنم‎ eum 


۱۹۱ 


اذا كان لجميع قيم رس > [( ,]2 فان ل 300 عزوماً اولبة 


: وننائية محدودة كما يلي‎ 
E(X )([ =v J Blm(tr,¥)] dr, (5.11) 
Var[X سدع [(غ)‎ 1 ' E "(tr,F)] dr, (5.12) 


CovlX (4), XD] =v f "™" "Bly (tr, F(t, ¥)] dr. (5.18) 


قبل ان نبرهن نظرية خ5 ندرس نتائجها . 


مثال 515 
0 عدد القنوات المشغولة , عد د الوحد ات المادية للخدمة المشغولة .. الخ موزعة كتوزي 
افرض ان )2 تمثل عد د القنوات المشغولة في مركز الاتصالات التلفوئية حيث 
عد د القنوات غير محدود > عد د الوحدات المأدية للخدمة عبارة عن نظام خدمي 
يحتوي عل عدد غير محدود من الوحدات وعمليات مشابه الى ( الامثلة 54 
الى 50 ) افترض ان وصول النداءات اوالزبائن عبارة عن حوادث من نوع بواسوت 
يكنافة' ۷ اوان ان أزمنة الخد مة مستقلة وموزعة بصورة متمائلة كالمتغير العشوائي ا المستمر غير 
السالب . ان () عملية بواسون المصفاة التي تعطي دالة استجابتها بالمعاد سين 


3 5.4 من النظرية 54 نحصل على دالة خاصية . ذات بعد واد 
كما يلي : : 

ex) = exp | f ‘Ee ste. __ 1 dr} (5.14) 

اذا عوضنا عن =٣‏ نحصل على : 

de} (5.15)‏ و[ exp exp ly E B{e™n.®‏ = )4( جره 


إن إ1 - .“)ر متغير عشوائي عند ما تكون قيمة 8 مثبتة › » ويساوي أما 
صفراً او 1 - “م انها تساوي القيمة الاخيرة. عندها ۲<۶ . اذن 


3 Ee 1] = (e*"— 1)P[Y > 8] 
= (e “— 1)[1 — Fr(s)] 


14۲ 


وانما 

#x«(%) = exp (e* — 1)» j ]1- Fr(s)] 261١ (5.16) 
*)4 من المعادلة 5.16 نحصل على ان‎ 

موزعة حسب توزيع بواسون وبمتوسط يساوي 

Fr(s)] ds. (5.17)‏ —1[ ا 

يمكن ان ننبت أن للمتغير العشوائي ۲ ذي المتوسط المحدود 


Fr(s)] ds — f 70 ds. (5.18)‏ — 1 فون 


نحصل عند ما تكون قيم كببرة على €0 مور جب نررع بواسون بمتوسل 
يساوي [2]7 < 


تكنب هذه القيمة باسلوب ذومعنى اكثر وكما يلي : بعد ان يكون نظام الانتظار 
ذو العدد اللامحد ود من القنوات في حالة عمل لمدة طويلة فانعدد الوحدات المأدية 
للخد مةوالمشغولة ستكون موزعة حسب توزيع بواسون بمعلم 
م = (متوسط عد د الوحدات المأدية للخدمة والمشغولة ) = 


| منوسط زمن خدمة الزبون ا و 


متوسط زمن وصول الزبون 


0 


احتمال عدم وجود قناة مشغولة يساوي 


P[X(D = 0] = e~», (5.19(‏ 
نستخد م المعاد لة 5.13 للحصول على تغاير )2 . 
عند ما 2 > 5 
r, ¥)] dr‏ — )وو( r,‏ ع Eu,‏ و[ ع Cov[X(), X(]‏ 
f E[woltu, Deu + 4 — s,)] du.‏ ر 
۹۳ 
م/1 العمليات التصادفية 


عندما نکون » مبتة فان (لآرم = غ + )س( )س تساوي صفراًاو تساوي , 
عند ما » ط 5 -) < 2 ,اؤن عندما؛ > 3 فان 


F u) dw. (5.20)‏ 8 = )م1 - 1] Cov[X(9), X(D] = ٠ ff‏ 
عند ما تكون ازمنة الخد مة موزعة حسب التوزيع الاسي بمتوسط يساوي ء/1 فان 
سدم = (ر)م/ = 1 وان 
Cov[X(9), 01 = 8 fest — ea} for s<Ê (521)‏ 
يهمنا في هذا المجال بصورة خاصة دراسة التغاير عند الزمنين 65 + 8 حيث 0 زمن 
معلوم : ' 
(5.29) [(+مسدع لح Cov[X(s), X(8 + 0)] = 8 {fea‏ 
اذا جعلنا 5 تقترب الى في المعادلة 2 فان للغابة الاتية قيمة حقيقية 
ê Cov[X(s), X(e + 0)] = 2 for v>0. (5.23(‏ 
نستطيع أن نعبر عد د القنوات المشغونة )21 في نظام اننظار لمدة طويلتمن الزن 


بانه عبارة عن عملية تصادفية ذات تغاير ثابت 
( كما معرفة في الفصل 3 ) بمتوسط ذي كمية ثابتة : 


EX ()]= * (5.24)‏ 
ودالة تغاير 
g@7 (5.25(‏ ا = زمر 


بافتراض ان ازمنة الخدمة موزعة حسب التوزيع الاسي بمتوسظ 1/8 وان الوصول 
یکو من نوع بواسون بكثافة « . 
تمرين للقارئ : في حالة التوزيع العام لزمن الخدمة انبت ما يلي : 


2 Cov[X(s), X (s + 0)] = »E[Y] 1 ص ا‎ ( au) ٠. )5.26( 


۱44 


مثال "51 
عمليات الفوضاء الطلقية ونظرية كامبل ( لاءطمسةت ) 
آذآ 0 0 
يقال ان العملية التصاد فية (مه > > ١‏ - ,()×] عبارة عن عملية ضوضاء طلقية 
اذا امكن تمثيلها بالموقع الابعد للنضات التكونة عند ازمنة عشوائية ٠.‏ ,رم رو٣ ٠١05-1:‏ . 
ت يفترض ان يكون شكل جميع النبضات نفس الشكل (ء)» ولذ لك سنكتب مايلي : 
)5.27( 6س ال د لجر : 


يمكن اختيار اشكال النبضات عشوائيا بصوره عامة متكونة من الاشكال ٠)5#(‏ : 


معلمة بالمعلم . نختار المعلم ل في كل زمن 2 ليمثل قيمة المتغير العشوائي ۲ وهكذ ا 
تعرف )20 بانها ابعد موقعا 


Fu, i (5.28)‏ — 4) لله 2 )2 
نفترض ان حد وٹ الأزمنة [«) يكرن حسب عملة بواسون بكثافة تساوي « 
وان (35) عبارة عن تتابع من المتغيرات العشوائية المستقلة الموزعة بصورة متمائلة . 


تؤدي العمليات العشوائية ذات الشكل المبين في المعاد لتين 5.27 ١‏ 5.28 دورا 
مهما في نظرية الضوضاء الطلقية في الانظمة الفيزبائية . بنفس اسلوب برهنة نظرية ‏ اة 
يمكن ان نبرهن النتائج الاتية المتعلقة بالعملية (مه - > ؛ > مه - ,(1)0) المعرفة 
بالمعاد له 3.27 


exe) = exp] 7 {o هسة‎ 1} ds] (5.29( 


HX ()] ع‎ ` w(s) ds, (5.30( 
VarLX (0] = f ˆ w)e( ds, °` (531( 
Cov[Y(D, F(t + )] = 0 ° w(s)w(s لل‎ u) ds. 5.32) 


يطلق على .المعادلات 5.30 الى 5.32 عادة بنظرية كاميل لابعد موقع للنيضات 
العشوائية . ( راجع كناب 11١1191‏ للحصول علىمراجع حول البحوث 
وتاريخ نظرية كامبل ) . 
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لاجل توضيح استخد امات نظرية كابل › نجد متوسط ١‏ تباین › تغاير العملية 
التصاد فيةالتي في شكل المعادلة 5.27 عندما 
0O<e<T (5.33)‏ ,وگ (8)ته 
ماعدا ذلثف ‏ ,0= 


حيث 7٩‏ كميتان ابتتان معلمتان . ( تصف هذه العملية التيار الكلي 20 
المار خلال انبوب مفرغ في الزمن ؛ ١‏ نتيجة لواقع نبضات د انيار البعيدة المتكونة نتيجة 
مرور الالكترونات في الكاثود الى الانود » لكل الكترون شحنهل.-ويستغرق وقاً يساوي 7 
للمرورمن الكاثود الى الانود ( راجع كتاب ve”0۲‏ و Roo‏ سنة 1958 ) 


نحصل عن نظربة كامبل على مايلي : 5 


EX (D] - 0 55 ds = ve, (5.84) 
Var[X ()] =» 8 )2 a =, (5.85) 


060:1: (, X(+0)] = عد 1+ ليل 1-3( في‎ for |u| <F 


)5.36( ماعدا ذلك : -_ 


نوقشت اساليب الحصول على سعة توزيعات عمليات الضوصاء الطلقية بصورة موسعة 
فى کناب Gilbert‏ و علدلاه”1 سنة 1000 . 


متال 50 


'نماذج للاختلاف الدآخل والتعجيل قي حالة عشوائية : 


نستطيع د راسة مختلفٌ العمليات التصاد فية التي قام بد راستها (1900) 31500108 
۾ J961) Goud‏ کنماذج للاختلاف الد احل والتعجيل في الحالة العشوائية وكانها 
عمليات بواسون المصفاة . نذكراولاً النتائج الرياضية التي سنشرحها فيما بعد . 

اغتبر عملية بواسون المصفاة (ه > : >مه - ,()2) المعرفة كما بلي 
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X= $ لكام‎ (5.37) 


حيث {ra}‏ عبارة عن ازمنة وقوع الحوادث هن نوع بواسون بكثافة * وان 
w(s)=c|sj? if s>0 (5.38(‏ 
=—wCs) if s <0,‏ 
حيث ان © + ۸ کمیتان موجيتان ثابتتان . نلاحظ ادناه ان 6 تحقق الشرط 
9 < ق . 
تعطي دالة خاصية ()* بالصيغة 


00000 [2 — 1] ar| 


X(4 


¬ oxp [r [e _. 1] ds} (5.39) 
=> امت‎ f loos ww (8) — 1] ds) 


نجد قيمة التكامل الاسي كما يلي . افترض ان0 < ». اذا اقترضنا ان 1/069 = لإ 
اوان »-(ممه/ن) = حيث 1/8 = ه فان 


09 {cos(ues ^) — 1} ds = — كوم"‎ 8 y "(1.— cosy) dy. 


يتقارب التكامل الاخير عند مأ تكون 0>»>2فقط وهذا يعني 1/2 < 8. وهكذا › 
اثبتنا ان دالة خاصية عملية بواسون المصفاة معادلة 5.937 مبينة كما يلي : 
e (5.40)‏ = )4( )جرم 
حيث 1/8 = » , k= Dov e" f yg“ (1 cos dy‏ 


تسمى د الة الخاصية التي تكون على شكل امعادلة 0 بد الة الخاصية المتوازية 
حتبقيا real stable‏ عندما تکون 2> »>0 ( راجع 10e‏ ]1960[ ) . 

عند ما 2 <> فان الجهة اليمنى من المعاد لة 0 ليست بد الة خاصية . في حالة 
کون 1=» فان المعاد ئة 0 تكون د الة خاصية توزيع كوشي › وعند ما2 > فان المعاد لة 


0 تكون دالة خاصية التوزيع الطبيعي . تكون لد الة الخاصية عزوم ثنائية محدودة » 
فقط في حالة كون 2 = » 


۹۷ 


هناك عدة طرق يمكن بها اعطاء تفسيرات فيزيائية لعملية بواسون المصفاة . معادلة 
7 . مثلاً يمكن اعتبار الجزيئات الموزعة بصورة عشوائية على خط مستقيم رحسب 
عمديه بواسوت بكثافة تساوي « ) . افرض ان قوة الجذب بين اية جزيثتين تساوي 6-م 
حيث © كمية موجبة ثابتة وان 7 المسافة بين الجزيئتين . ان ٨)0‏ ستمثل القوة الكلية 
المنسببة على الجزيئة الموضوعة في الزمن ٠‏ . بما ان القوة والتعجيل متساويان . لحد عامل 
ثابت فاننا نستطيع ان نعتبر ۸)0 بانها تعجيل الجزيئة المدضوعة في الزمن / . اطلق 
Good‏ )1961( على هذا بانه تعجيل جزيئة فى محيط عشوائي ( لابخضع لقانون معين) 
ان المعاد له 0 تصف ونون احتمال التعجيل هي الحالة العشوائية . 

نستطيع تطوير نموذج التعجيل في الحالة العشوائية ليشمل الجزيئات الموزعة في 
الفضاء , 

وبهذ! تشمل رسالة oltzmark‏ (راجع Chandrasekhar‏ [ 1945 ع ` 
ص 70) التي تتعلق بالقوة المؤثرة عا . النجوم نتيجة للجاذ بية الحاصلة من النجوم المجاورة . 


لوسيع مفهوم عملية بواسون المصفاة : 


من الممكن اعادة صياغة مفهوم عملية بواسون المصفاة كما يلي : 
افرض ان (0 < 0,7 < 1 ,(7) 7) غبارة عن عملية تصاد فية وافرض ان 


(t,r)}] (5.41)‏ ”امدق Eloxp‏ = )4( بر برب 
تمذا, د الة خاصيه العملية أعلاه . افرص بعد ذلك ان 
2,٠٠0(‏ ,1 > ص« ,0 < +,0 < ١‏ ,(جناء 1117 ) . 
عبارة عن تتابع من العمليات التصادفية التمائلة العوزيع كالعملية.0 > (t,7),‏ ¥{ 


T> O}‏ . افرض ان ...>:7>:: عبارة عن ازمنة وقرع الحواد ث من نوع 
بواسون بكثافة « وافرض ان ٠)0‏ عبارة عر, عدد الحوادث التي حدئت في 
الفاصلة 40:41 . تعرف العملية التصادفية (0 < ؛ )X)9,‏ 


)قم 
IF (tr) (5.42)‏ 3 = )6 


بانها عملية بواسون المصفاة ( بالمعنى التوسيعى ) اذا افترضنا إن جميع العمليات 
التصادفية (0 < ٤‏ ,۷)0) (0 < 0,7 < ؛ ,(7ط) م 117 ١,2 +١‏ = 7 تكون مستقلة . 
نبرهن ما يلي بنفس طريقة برهنة النظرية 54 
۹۸ 


Pra) dr}, (5.83)‏ 8 س ا كنوت exp‏ = لايرف 


E[X(D] = « ff EY (tr)] dr, (5.4) 
Var[X()] = » f EOWXtr)] dr. (5.45) 
4-5 مثال‎ 

عمليات المجتمع مع وجود الهجرة 


اذ! هاجرت احدى الحبوانات المعينة التي تعود الى صنف ما الى منطقة اخرى في 
الزمن : ”فان عد د اجبال ذلك الحيوان والتي ستكون موجودة في تلك المنطقة في 
الزمن 1-عبارة عن متغير عشوائي (77)/7 افترض عد م وجود حيوانات من الصنف في 
الزمن صفر . وتمت الهجرة في الازمنة ٠٠٠‏ > :7 > :7 والتي كانت من نوع بواسون 
بكنافة « . افرض أن (,+) 7 ترمزلعد د اجيال الحيوان في الزمن ١‏ الذي 
هاجر الى المنطقة في الزمن .+ . ان العدد الكلي () بر للحيوانات في تلك المنطقة في 
الزمن , بعطى بالمعادئة دبج . بافتراض ان عمليات المجتمع تكون مستقلة نحصل 
على ان إ0 < ؛ :0 عبارة عن عملية بواسون المصفاة ( بالمعنى الواسع ) .بدلا 
منكتاية دالة الخاصية سنكتب الد الة المولدة للاحتمال : 


PX (Û) = n.‏ 3 = (2:0) جل 

اذا علمنا باد الة المولدة للاحتمال 
(r) =]‏ 2"]17 > = (مرازع) ول 

فان 

(2j) dr}: (5.46)‏ ول 1 ل 6 exp‏ = )2;4( 
كتطبيق لهذ ه النتيجة تجده في مئال 48 في الفصل السابع . 
برهات نظرية öA‏ 
لاجل برهنة النظرية نجد ارلا دالة الخاصية [((م)) كلدب + 0)) i)‏ م«و] 
يمكن ان نفترض ان 1 wir.)‏ الخاصية الاتية لاي 


2 > ۶, 0)) =0 


لايوجد اي تأثير للاشارة الحادثة عند الزمن + على الزمن السابق , . وهكذا 
يمكن كتابة 2/00 كما يلي : 


2) = 3 (tyr, Fm), 
X(t) + ueX (te) = > (ran), 
بافتراض ان‎ 
g(r) = urw(tyrY) حل‎ u(t). 
: نجد اولا مايلي‎ X)( لابجاد قيمة دالة خاصية‎ 


5 كني‎ y 
b= 226 1 3= 2 9 (Tm, mn) 


لكل 0< ٤‏ عرف 
Ele? - 11. (5.47)‏ = )¢ 
نبرهن أن 
dr) (5.48)‏ (©)؟ f“‏ مامه حكن 


من هدا البرهان ستحصل عل المعادلة 5.10 , لكي برهن معاد لے 5.18 
سنناقش طريقة واحدة من عدة طرق مختلفة . نكيب اوله 


Ee | N (ta) — N (O) = PIN (ts) - N (0) =]. (5-49)‏ 2 = ]7 
ان التوزيع المشروط للازمنة وا > بج > ٠٠٠‏ > :7 > 0 التي تقع عند ها الحوادث 
اذا علمت بوقوع 7 حادثة فقط يساوي نفس توزيع المتغيرات العشوائية الرتبية نسبة الى 
_ لت من المتغيرات العشوائية المستقلة الموزعة بصورة منتظمة ضمن الفاصلة من صفر الى 
“.يمكن ان نستنتج ان (كما مبين اداه ) . 
gri) | N (ta) - N (O) = a]‏ 000 
ar] 350)‏ لارام (UN = |! f Blexp‏ مدا - 


+٠ 


حيث 77 موزعة توزيعا منتظما ضمن الفاصلة صفرالى 1.2 من المعادتين 
ويج , 5.50 نحصل على ش 


= exp 0 1 8 (Ele ™*™] -1( 8 


3 6ع أرما exp‏ = 


وهو المطلوب انباته بالنسبة للمعاد لة 5.18 
تجدر الاشارة الان الى اعطاء تفصيلات اكثر حول اشيقاق المعادلة .5.50 افرض ان 
۸4 عبارة عن حادثة ان « ح (0)/م - ()7 وات 


(rm) Fm) 14]‏ 9 12 م أ دي 
t=]‏ 
لاي عدد من الأعداد الحميقيبة 84 و * “° راق التي تحقق الشرط 
e, St‏ > 00د > و5 > ره > 0 نعرف ما يلي : 


Cm Fe) | Ari = 8y, ... , r, =|‏ دي جه |2 - 0ك , ...9(8 
يمكن ان نتحقق مما يلي : 
أيه حوور .د Beme FD | A, =o,‏ = زه ...قم 
[I Blexp tg(sn,Y)].‏ = 


بعد ذلك » يمكن ان نتحقق مما يلي : 


ي f‏ و 
ليق وء DCT‏ وعءه ,81( صورر 05 ل ٠.‏ 052 1 021 1 حدمو 
اعيكةه إلى 0 


1 5 ي‎ 5 
= 00 1 dsı 1 dss م‎ 1 de,e(81, زمة و“‎ 
(ts) 0 ني‎ A-1 


- ب‎ dn. f رصح‎ <. (5.51) 


۲4 


لان (يهة * "برقاب دالة متناظرة نحصل من المعادئة 5.51 مباشرة عل المعاد ل 
0 . 


. ×) | نستخدم الحقائق الاتبة لايجاد صيغ العزوم‎ 
iE{X (J) - 2 log +0), 
; Var[X()] = f los ex) 


2 


8 
عن‎ Cov[X(), X (2J > gu, au: log ,)وير رم برج‎ (5.52) 


الكملات : 
4 - تعميم نظرية كامبل . تأمل العملية التصادفية ذات الشكل 


2 <<( ا 


~e 


حيث 10 عبارة عن ازمئة وقرع الحرادث حسب عملية بواسون بمتوسط معد ل ,م 
بوحدة الزمن . وان (170 متغيرات عشرائية متمائلة التوزيع كالمتغير العشواني 


ابت ان 


٠ 


E(X()] = (وس؛ ا صر‎ d, 2 Var[X(0] سرك‎ 1 w2(s) ds 


50- عمليات بواسون المصفاة غير المتجانسة 


افرض اكد (60004<0 عبارة عن عملية بواسون غير المتجانسة اوبدالة 


قيمة وسطية [8]47)0 = ():7 ذات مشتقة مستمرة 

v() = 00‏ 
لاحظ ان 4 00 عبارة عن احتمال حصول قفزة واحدة للعملية 1)0 في الفاصلة 
الزمنية 4/1 +4 ] تقريباً. افرض ان (0 < كما معرفة في المعادلة . 
اثبت ان 


خف 


105 4a) 5 1 u(r) E[etwetn) - 1] dr, 
E[X(D] = ° (r) E[w(tr, 1)] dr, 
Var[(X@] = 1 ° (r) E[u®(t,r, 1)] dr, 
CorlX(D, N = f" ® y(r) E(w, aftr, Fl dr 


ملاحظة : 

٠‏ ان هذه النتائج عبارة عن نموذج للضوضاء الطلقية غيرالثابتة . تأمل الضوضاء الطلقية 
الناتجة من صمام ثناني ذي درجة حرارة محد ودة يشتغل بتيار متناوب من مصدر كاثود ي 
مسخن مباشرة . ان احتمال انبعاث الالكترونات من الكاثود يختلف اختلافاً دورياً - 
ان عد د الالكترونات (۷)0 المنبعتة في الفاصلة الرمنية [0,4) روعي اه 
بواسون غير المتجانسة بد وال دورية تساوي ()« 


إ × قانوناً بعطى بالصيغة الانية : 
ا 14 
E[F*] 1 w)s( 5‏ سح log ? x0)‏ ب 


بافتراض وجود توقع وتكامل مطلق . 


- عمليات بواسون المركبة اوالمصفاة التعميمية . 
الوح لوط ا 


تأمل حوادث تقع على شكل مجموعات بدلا من شكلها النفرادي ( مثلا . الحصول 

على الجزيئات باستخدام الاشعة الكونية ) . عندما 6-1.2,-٠0‏ افترض ان الحادثة 

غيارة عن وصول + اك BO‏ 8:0 بمعدل 

متوسط A,‏ بوحدة الزمن . افترض استقلالية العمليات < ,2 1 ع م 11 

افرض ان .١)(‏ عبارة عن العدد الكلي للجزيئات الواصلة في الفاصلة [04) اذن 
ام °۰0 + )220 + ND‏ ع ND‏ 


0 اثبت ان ا = VarlN()] = get , EIN]‏ حيث 
RA‏ 3 = ج A,‏ 3 ك 
ادل اعم 


4 ابت ان ۷0 تمثل على شكل عملية بواسون المركبة . 

افرض ان الجزيئات المتكونة باستخدام الاشعة الكونية لتكون من جزيئات 
نتبادل شحنات متساوية الى الكتررمتري ذي انحراف في الزمن # يكون ٠‏ 
بالشكل الاتي 


"45-5 >, سنن‎ rn), 


¢ كير >0 


حيث («) عبارة عن ازمنة استلام الشحنات . وان 00 عبارة عن دالة استجابة 
اللبضات . 


0 التقارب الطبيعي لعمليات بواسون المصفاة . افوض ان 
ut, T a, Fn)‏ 3 -202 


<r 
- عبارة عن عملية بواسون المصفاة . افرض ان‎ 
)م‎ = v 1 ” Blw(kr,¥)] dr, 
مح ( )ي‎ EB | wtér,Y) |] 27, 
f Eluter,utbr,Y)] dr 
)رأ‎ BC war) Par f El utr) ar} 
KO =v f El wlbr,¥) [°] ar. 
افرض انكل قيمة من قيم (). ,)ع , £0 المحدودة ستقترب الى‎ 
EO _ 1 إلى‎ len er 
EL » (f Blur) Far | 
الي صفر عند ماتقترب بعض المعالم ( مثلاً « ) آي حدود معينة . عندما تقترب هذه المعالم‎ 
ستكون متقاربة طبيعياً بالمعنى الذي تتحقق‎ )7)0, - ٠ > الى الحدود المعطاة فان (» > ؛‎ 
. به صحة المعادلة 8 في الفصل الثالث‎ 
تلميح : استخدم الحقائق الاتية‎ 
108 xey... r ° ° ` ليك = لملا‎ 


١ p(s) = 


15 utr (يزار )م‎ (ty) (x 
2 حم‎ 


+0>, K(;) | uy | 0 


3-1 


للق 


حيث 0 ترمزلكمية ذات قيمة مطلقة اقل من 1 ابت ان العملية القباسية 
٠ > > (‏ - ,()*) . تحقق 


1 أت‎ 
log Pag ويد ينيل‎ tl * ° °, n) = — 9 2 trp) 


+8 د‎ I 


التمارين 


لكل من العمليات التصادفية 2000 الموصوفة في التمارين 5.1 الى 5.7 
() اوجد القيمة الوسطية [()*]5 = (): 2 والغاية ‏ )7غ = م 
ان وجدت عندما 0< 
اننا اوجد. التباين [() ]مو۷ =( والغاية ‏ 80م غا=* ان 
وجدت عندما 0 ح ع 
(اذذ اوجد التغاير [(,/)< ,00])0 = (ا ,)× والغاية 
Cov[X(s), X(s + 4)]‏ غا = )20 ان وجدت 
(17) اوجد دالة الخاصية رد) ,م ذات البعد الواحد عندما 0 0 <£ 
تأمل ربة البيت في 'التمرين و (ص. 132 ) . افرض ان 1)0 تمثل العمولة 
عدي ات E‏ ؛ مباشرة . افرض 
تمت ملاحظة ربة ايت بعد سنة من بدء بيعها للاشتراكات . 


1 تأمل ربة ايت في التمرين د2 . افرض ان 3100 عدد الاشتراكات التي بلغتها” 

ور ربة البيت في الزمن , 7 

5.3 العدد ال بي اطم ءرا»٣مم‏ . . افرض ان الاشارات الالكترونية ( مثلاً في يحالة . 
الجزيئات المشعة الواضلة مثل الاشعة الكونية اؤاشغة + ) )تصل حسب عملية بواسون الى 
نظام عداد . في حالة العد ادال paralyzuble‏ (اونوع II‏ ) الجزيئة التي تصل 
الى العداد ستغلق العداد لمدة عشوائية :1 . . تعد الجزيئة الواصلة الى العداد ( تسجل ). 
اذا انتهى وقت غلق الجزيئات الواصلة الى العداد سابقاًوالعكس صحيح . 

افرض ان ۲)۵ تمثل عداد الجزيئات التي ستغلق العد اد في الزمن ,۽ .أن 


الاحتمال [۸)(=0/ مهم بصورة خاصة انه يمثل احتمال عدم 


33 
3 0 


ع 


54 تصل الند اءات التلفونية الى مركز للاتصالات اللاسلكية ذي عد د الخطوط 
التلفونية غير المحد ودة بمعدل 30 بالد قيقة . ان زمن کل مكالمة موزع . 
بصورة آسية وبمتوسط 3 دقبقة . افرض ان ()۲ عدد المكالمات المستمرة 
في الزمن م . 

5 تصل الطلبات الخاصة بمادة معينة الى المصنع بمعد ل | بالاسبوع افترض 
ان وصول الطليات غبارة عن حوادث من نوع بواسون 1 يتم انتاج المادة فيد 
الطلب فقط . لاتوجد خد دات للانتاج وان المصنع يبدأ بانتاج المادة مباشرة 
عند استلام الطلبية - الوقت الد ي يستغرقه انتاج المادة متغير عضواني موزع 
بصورة منتظمة بين وو .. وو يوم . افرض ان ()د تمثل عد د الطلبيات 
فى حالة الانتاج في الزمن , . 

6 استمرارية للتمرين 5.5 . افرض ان ()۲. تمثل عد د الايام المتبقية لاكمال 
انتاج الوحدات المطلوبة من المادة . 

7 تأمل العملبة التصاد فية ذات الشكل الاتي : 

Ni 
X= 5 Ye f Pie 


حيث ,من عبارة عن ازمنة وقوع الحوادث حسب عملية بواسون 

١< 0‏ ,()۷) بكنافة تساوي ر , (1) عبارة عن متغيرات . 
أعشوائية مستقلة متحاثلة التوزيع كالمتغير العشوائي ۷ الموزع آسياً وان 8 , © 
كميتان موجبتان ٹابتتان . 


8 تأمل عملية بواسون (0 < ٤‏ ,()×) المعرفة في التمريسن 7.ت 
اثبت ان العملية ستكون تقريباً ظبيعية اذا كان 80 ذوقيمة كبيرة . 
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الفصل الخامس 
عمليات العد التجديدي : 


تعرف عملية القيم العددية الصحيحة . او عملية العدد 
التي هي عبارة عن سلسلة من النقاط في الفترة الزمنية من صفرالى ب بانها عملية عسد 
تجديدي اذا كانت ازمنة الوصول .7 ,7 بين النقاط المتتابعة عبارة عن متغيرات 
عشوائية موجبة موزعة توزيعا مستقلا متماثلا. نناقش في هذا الفصل بعضا من الخصائص 
الاساسية لعمليات العد التعجديدي . ۰ 


لاتعتبر عبارة العد التجد يد ي بالمصطلح القياسي . هناك العديد من الكت اب 
يستخد مون عبارة عد تجد بد ي لتعني تتابعا من المتغيرات العشوائية Tı Ta,‏ 
الموجبة المستقلة الممثلة لازمنة الفجوات بين وصولين منعاقين . نعرف النظرية اللتجد يدية 
بانها دراسة للعمليات التجد يدبة . تمثل عملية العد (0 < ؛ ,(77)0) عدد التجديددات 
الحاصلة في فترة زمنية معينة ولذ لك سنطلق عليها مصطلح العمليات العددببة 
التجد بد به . 


5-1 امثلة عمليات العد التجديدي . 


نصف فى هذا البند عدد أ كبيراً من الظواهر المختلفة الخاضعة لعمليات الممدد 
التجد يدي . الشكل 5.1 يوضح دالة عملية العد التجديدي لعينة ها . 


مثال 14 
العطب والاستيد ال : 


نفترض استخد ام معد ات بصورة مستمرة الى ان تصاب بالعطب ثم تستبدل بوحدة 
من نفس النوع ( مثال على ذلك . المصباح الالكتروني . الوعاء المفرغ من الهواء . ماكنة 
معينة وما شابه ذلك ) . طول المدة الزمنية التي تبقى فيها المعدة صالحة للاستعمال عبارة 
عن متغير عشوائي 7 يخضع لقانون احتمال محدد ومعروف . نفترضين ان ازمنة بقاء 
المعدات المتابعة بصورة صالحة للعمل هي ... ,7 ,7 عبارة عن متغيرات 


۰V 


۰۸ 


الشكل 5.1 يمثل دالة عملية العدد التجديدي (0 < / ,(4) ۷.] المناظرة لزمن الوصول المتعاقب حيث ان دالة كنافة 
احتمال تلك العمليه هي ,0 < بد ۲ه ,*-هبد = (دار 


عشوائية مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي م . اذاكانت )77 تمثل عدد 
امعد ات التي استبد لت في الفترة الزمنية من صفر الى ؛ فان 0 < ,)17 عبارة 
عن عملية عد تجديدي . 


مثال 18 
الحركة امرورية 


مركز بريد ي للطلبات المنزلية يستلم طلبات عد د من الاماكن اواستلام الند اءات في 

مركز الاتصالات التلفونية - تصل الطلبات المنزلية او الند اءات التلفونية في الازنة 

۰ ع حيث و > رج > 0 نفترض ان ازمنة الوصول اللمنتابعة 

rg ry e T= rq Ty‏ حت Ta‏ ررم د 2 عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة 

متماثلة التوزيع . نفترض اذ )د تمثل عدد الطلبات ر الند اءات ) الواصلة في الفترة 
الزمنبة ,0) (0 < + ,()/7) عبارة عن عملية عد تجد يدي . 


مغال 
عد اد الجزيئات النووية - الدائرة العادة : 
عدادالجریا ا 2 س 


ان عمليات العد التجد يدي تؤدي دورا مهما في نظرية العد اد ات الجزئية النووية 
انالنموذج الحاصل من دائرات العد عبارة عن عمليات عد تجديدي ٠‏ 


تكون سعة غدادات الاشعاعات من المصادر المشعة محد ود حيث في معفم 
العد اد ات لايسجل الاشعاع الواصل مباشرة بعد تسجيل اشعاع سابق . يوجد في معظم 
عد اد ات الاكتشاف نابت معين يطلق عليه زمن التحليل . اي انه بعد تسجيل شعاع 
معين فان العد اد لايمكته تسجيل الاشعاعات المتتابعة حتى يمضي وقت يساوي زمن 
تحليل ذلك العداد . نستطيع تقليل الخسارة الناجمة عن زمن التحليل الموجب بعرض 
مفهوم الد ائرة الكهربائية التي يد ورها تسجل عدة واحد لكل عد د معلوم ( مثلا 8ع 
من الحوادث الداخلة . الجهاز الذي يقوم بهذه العملية يسمى بالقياس و للدوائر 
العادة . نفرض ان . .7,۰ 70 تمل الفترات الزمنية بين العدات المسجلة المتابعة 
للمقياس ء للدائرة العادة . 

بامكاننا ابات ان . . . .7 ,7 عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة كل منها يخضع . 

الح 

م/4 العمليات التصاد فية 


لقانون احدمال کاما ذي المعلمين م , و اذاكان وصول الاشعة عبارة عن حوادث 
من نوع بواسون بكثافة تساوي ” ( راجع النظربة وة في الفصل الرابع ) . 


عمليات العد التحد يدي المتأخر : 


يحداث ان يكون توزيع زمن الوصول الاول 1 يختلف عن توزيع ازمنة الوصول الباقية 
25٠٠‏ وتي تككون متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي م 

تعرف عملية العد ۷)5 المقابلة لمتوالية من النقاط الموزعة في الفاصلة صفر الى رى 
بعملية العد النجديدي المتأخر اذا كانت ازمنة الوصول ۰ ,4 عبارة عن متغيرات 
عشوائية مستقلة بحيث تخون منمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي ا وجب ۲ 
غار 
عدادات الجزيئات النروية ذات الزمن الخامد : 

نرس أن نبضات كهربائية متقطعة ( ناتجة عن وصول الجزبئات الاشعاعية مغل 
الاشعة الكونية اواشعة × في حالة مثالية ) تصل الى العداد في الازمنة ١, ٠ ٠٠‏ ,,+ حيث 
07> وه > دم > 0 لمعظم العدادات زمن تحليل مرجب ولذلك لايمكن تسجيل 
جميع الجزيئات الواصلة البها . يكون العداد في أي لحظة زمنبة اما في وضع يسمسح 
بتسجيل الجزيئة اولا يسمح بتسجيلها في تلك اللحظة . 
يقال ان العداد مقفل لمدة زمئية معينة اذا كان الوضع لايسمح بتسجيل الجزيئات 
الواصلة اليه . 

جب ان نميز بين عملية العد التي يرمز لها بالرمز (9 ,143/00 مثلاً لوصول 
الجزبئات وعملية العد التي يرمز لها بالرمز (0 78400,42) مثلا الجزيئات المسجلة . 
نستطيع مشاهدة العملية © <141400(,0 فقط ومنها نحصل على خصائص العملية 


(0 < 180,4 . يفترض غالبا في (0 ,۷)0 أن تكون عملية بواسون بكنافة 
٠2‏ ثم بعد ذلك تستخدم العملية المشاهدة (0 ,)140 لتقديرقمة ١‏ 


تعامل العملية (0 0,٤‏ غالبا على اساس انها عملية للعد التجديدي . اذا 
كان زمن وصول الجزبئات الى العدد هو <> :7 >>0 فان الأزمنة >٠١‏ 7< يجين 
للف 


هي عبارة عن ازمنة تسجيل الجزيئات وتكون هذه الازمنة عبارة عن تتابع جزئي لازمنة 
وصول الجزيئات . 
نفرض أن 
1 0ه يج ل Tg = r‏ روج سوج = To‏ برج T=‏ 
عبارة عن الفجوة الزمنية بين الوصول المتتابع للجزيئات . نفرض ان 
ry e Ta o r o "°‏ سد توج اح Ty =r, Ty‏ 


عبارة عن الفجوة الزمنية بين تسجيل الجزيئات المتتابعة . 


نفرض ان ۸)0 عبارة عن عدد الجزيئات المسجلة في الفترة 0,1) لكي نثبت 
إن 0١‏ < 11)(,۲) عبارة عن عملية عد تجديدي متكونه نتيجة ازمنة الرصسول 
Ty, Tay <.‏ نحتاج ان ننبت ان () المتغيرات العشوائية (1,0) مستقلة ‏ “70 
() موزع اسبا بمتوسط 1/۸ . بينما 16,٠٠‏ ,79 متمائلة التوزيع . حيث من المحتمل 
ان تكون إ۵ < ۲ ,)1401 عبارة عن عملية عد تجديدي متأخر . لكي نثبت ان هذه 
هى الحالة علينا ان نضع افتراضات معينة حول نظام الع . 


سعسم العدادات | لمستخدمة بصورة رئيسية الى نوعين هما عداد راوغ (I‏ 
عاطدة تلتضدم-دمهم او ( عد ادالتوع paralyzable ) II‏ 


في حالة عداد النوع ¡ يبقى العداد مغاقاً بعد تسجيل الجزيئة دة زمنية عشوائية ۲ 
تسمى بزمن الخمود مسومل اوزمن الغلق . اوزمن اشغال الجزيئة للعداد الجزيئنات 
الواصلة الى العداد خلال الزمن ١١‏ لايتم تسجيلها ولاتؤثر على عمل العداد باية حالة مسن 
الاحوال عدادات النوع 1 عبارة عن عدادات الومضاء وعدادات كيجر- مار ذاتية التبريد 
المتصلة بمكبر متقدم حساس . راجع .ور !ا سنة ,(1955 )ص .787 


اما في حالة العداد نوع ر مانامعز!20 قان وصول الجزيئة الى العداد يسبب 
غلق العداد لمدة زمنية عشوائيةتسمى بزمن الغلق . بغض النظرعن تسجيل الجزئية اوعد م 
تسجيلها . وهكذا فان الجزيئة الواصلة الى العداد ستسجل اذا انقضى وقت الغلق لجميع 
الجزيئات السابقة التي وصلت الى العداد والعكس صحيح . عدادات النوع 11 عبارة عن 
عدادات الكتروميكانيكية التسجيل وعدادات كيج ر مار ذات البنزاللاذاتي المتصلة بمقاومة 
عالية لمكبرات متقدمة . 


نوضح تأثير عدادات النوع 1 وعدادات النوع 1 على سلسلة من الجزيئات في الشكل 


۳۹۱ 


بامکاننا ان نتصور( على الاقل من الناحية الرياضية ) وجود عداد يحتوي على النوعين 
السابقين كحالات خاصة يتم تسجيل الجزبئة الواصلة الى العداد اذا كان غير مغلسق 
بالاضافة الى غلقه مدة عشوائية ۲ لاتسجل الجزيئة عندما يكون العداد مغلقا ولكنها 
باحتمال م ( حيث1 > م> 0استغلق العداد مدة عشوائية بز نطلق على هذا النوع من 
العدادات بالعداد نوع © .من الواضح ان العداد نوع 1 عبار عن عداد نوع صفر وان 
العداد نوع 11 عبارة عن عداد نوع واحد . 


افترس ان ازمنة الغلق العشوائبة بغض النظرعن نوعية العداد المستخدم عبارة عن 
متغيرات عشوائية مستقلة ‏ . .. را ر متماثلة التوزيع كالمحغير العشوائي 7 ذي 
العزم الثاني المحد ود . ان عملية العد © < 3)0,4) للجزيئات المسجلة عبارة 
عن عماية عد تجديدي . 


من الجد ير بالاشارة ان الابحاث الرياضية والفيزيائية تقسم عد ادات الجريئات 
النووية الى قسمين هما عد اد نوع 1 وعداد نغ 11 وعلى كل حال فان تسمية نوع 
العد اد بالوع 1 او التوع 11 قد يختلف من كاتب الى اخرر راجع eller‏ 
سلة 8 8قطولاكاسية [1955] Korfî‏ سنة 1035 ) ان المصطلحات الفيزيائية للعدادات 
نوع 1 ونوع 11 جد يرة بالاهتمام والبحث . لكي نسهل دراسة تلك البحوث سنطلق 
المصطلحات نوع 1 ٠‏ نوع 1 . كما مستخدمة من قبل الاحتمالين الذين كتبوا حول 
العد ادات رراجع مرا سنة [195]. Takéos [1958] a Smith‏ . 

[1958, 1960) 


متا ,11 

غداد النوع 11 (أق عاطدمزلدتهم ) ذوزمن الخمود الثابت ع . 

تأمل عد اد جزيئات نووية بزمن مود ( قفل ) ثابت يساوي سے . نفرض ان N()‏ 
نمثل عد د الجزيئات الواصلة الى العد اد خلال الفترة الزمنية [,0) ثمافرض ان 


(0, تمثل عد د الجزيئات المسجلة باستخد ام العد اد خلال الفترة الزمنية‎ M(t) 

ينم تسجيل الجزيئة عند ما لاتصل جزيئات خلال المدة الزمنية السابقة ذات الطول 007 
وهكذ ا فان احتمال تسجيل الجزيئة سيكون e‏ ص جر . ان الفترات الزمنية ب يسن 
الوصول المتعاقب للجزيعات سنكون مستقلة حسب النظرية 34 في الفصل الرابع . 
لذ ذلك فان تسجيل جزيئة لايعتمد على تسجيل الجزيئات الاخرى . يمكن القول بان . 
العملية (0 <1714)0,4 مستخرجة من عملية بواسون (0 < NOD,‏ 


ينف 


۸ ارسة تسحيل الحريئات باستخدام العدداد ‏ 1[ 
ا ارمة الوصول الحقيقي للحريئات 
ارمة تسحيل الحريئات باستحد ام العداد برع , 


العكل ,5,2 عارة ع محطط تصيحي لطيعة عدادات الحريئات الووية دات رس التمود الثات 1 تمتل 
المحور الرمي س اليسارالى اليمين نوصح ارمة وصول الحريئات بالحطو ط العمودية تكوب استحابة عداد الرع 11 دي 
رص الحمود النادت ,1 للحريثات التي تكون المحوة الزصية بين وصول حريتتين متتاليتين أطول س ,7 فقط المحططات 
المطللة العليا تمتل عدد الحربئات المسجلة باستحدام العداد بوع 11 بالاصافة الى نوصيح المدة الرمنية تعلق العداد 
العدادات برع 1 ( دات رس الحمود لثامت ,7 ) تكو عي رحساسة ( معلقة ) لمدة رمية تساوي ,1 بعد تسحيل شعاع 
ما . ثم يستحيب لتسجيل اية حريئة واصلة بعد رس الحمود المحططات المطللة اليل تمئل عدد الحريئات المسحلة 
باستحدام العداد 1 الاصافة الى توضيح المدة الرمية التي يكون فيها العداد معلقا كاب عدد الحريئات الواصلة في انال 
الافتراصي اعلا 12 حريئة ثم تسيل 6 حريكات مها باستخدام العداد برع 11 ن 8 حريئات باستخدام العداد بوع 3 


بالاختبار العشوائي ( كما معرفة في البند 2-1 ) ونتيجة لذ لك ستكون عملية بواسون 
لكن على كل حال فان العملية ‏ ) < ,21740 بعملية بواسون لان تسجيل الجزيئة 
غير مستقل عن العملية ‏ (0 < ؛,10/)0 

ان الازمنة المتعاقة بين تسجيل الجزيئات مع ذلك ستكون عبارة عن متي ټ 
عشوائية مستقلة متمائلة التوزيع وهكذا فان (0 <1)0,1) عبارة عن عملي ” 
عد تجديدي 

نحتاج ان نجد قانون احتمال الزمن 7 بين تسجيل الجزيئات لكي نحد د خصائص 
تلك العملية . 


تنبت الان ان دالة خاصية 7 . متوسطة . تباين يكون كما يلي 


۳ 


-1 
)مب‎ = 1 Ee (I.1 
[7] = e, )1.2( 
arl 0 2007 
Var[7] = ك‎ 2L. (1.3) 
0 3 


تصل الى العداد خلال الزمن ‏ بين تسجيل جزيئتين عد د معين من الجزيئات التي 
لايم تسجيلها ولنرم ز لذ لك العدد بالرمز رر . نلاحظ اولا عندما 1,٠٠١‏ ,0 > : فان 
n = mj = pq", (1.4)‏ 


حیٹ ۰٣‏ م = رو وک 7 م عبارة عن احتمال الفجوة الزمنية بين وصول 
الجزيئات اطول من ,ر . نعتبرزمن الانتظار 1 بين نسجيل الجزيئات عبارة عن حاصل 
جمع عد د عشوائي من المتغيرات العشوائية المستقلة : 


° T=U t+ Uy+Y M z1 (1.5) 
—¥ : Mf =0, 


حيث :) عبارة عن المدة الزمنية حنى وصول الجزيئة الاولى التي لايتم تسجيلها . 
٠‏ )الفترة الزمنية بين وصول الجزيئة الاولى والثانية اللتين لم يتم تسجيلهما وهلم جرئ . 
اما ر فتعرف كما يلي : عندما تكون1 < ۸1 فان :1 عبارة عن الفترة الزمنية بين الجزيئة 
الاخيرة التي ل يتم تسجيلها والجزيئة التي يتم تسجيلها . عند مان = ۸١‏ فان ۲ عبارة عن 
الفترة الزمنية حنى وصول الجزيئة التي يتم تسجيلها . يكون توزيع User, u‏ 
بصورة متمائلة كالمتغير العشوائي ] ذي دالة التوزيع ِ 


(1.6( 0 ,ا 170 


ودالة كثافة احتمال 


م 


ve 5-5 
f نط > هن > 0 م ع = للاى‎ (it) 
ودالة خاصة‎ 
2 
ب‎ (e) =| i 51 | 5 ي‎ 
U 8 € (z) dae ET GET ETS بلع جع‎ ٠. (1.8) 


من جانب آخر تكون دالة توزيع ۷ كما يلي 


1~ F(0) م د‎ yz L, (191 


1٤ 


دالة كثافة الاحتمال رر 
fy) =e 7, y> FL (1.10(‏ 2 
ودالة خاصية ”. 


)1.11( م يتس سيول بر ل** أل = )مم 
تعطي دالة خاصية كما يلي 
m] (1.12)‏ = ]720 د عن | تويز 2 = (u)رب‏ 
)4( ۴ 
(ة) ىم 1 


نحصل من المعادلات الثلاث 1.12 :1.11 ١‏ 1.8 على المعادلة 1.1 لكي نبرهن _ 
المعادلتين 1.31.2 نستخرج قيمه مشتقة لوغارتم دالة الخاصية عند النقطة 2 0ح 


2 __ {ful} 
di log o,(u) > pee ql 


0 log (يعارم‎ = erol — juj 


للحصول على امثلة تطبيقية لأعمليات العد التجديدي لعمليات التطور الرياضية الجنينية 
راجع کاب ٠ )1949( Owen‏ 


الكملات : 


دالة المجازفة fc‏ هعم او( المخاطرة ) وتوزيعات عمر الانظيمة 
الميكانبكية 1 مشاريع الاعمال وهلم جرى . سنعتبر دالة المخاطرة عند ما نحتاج معرفة شكل 
توزيع الحواد ث مثل توقف الانظمة عن العمل . 
نفرض ان 7 عبارة عن متغير عشوائي يمثل على نظام معين . 


نلف 


نفرض ان (2) عبارة عن دالة توزيع ”7 ١‏ (2)/ دالة كثافة احدمال 7 نعرف 
دالة اخرى (2) ونطلق عليها اسم دالة الكثافة اودالة المخاطرة اوالمعدل الشرطي 
لدالة العطب 7 وكما يلي : 


)0 لے 1 


بعبارة اخرى (2)م غبارة عن الاحتمال الشرطي لعطب النظام في الفئرة الزمنية 
المحصورة بين < ,تن + ت اذا علمت بصلاحية ذلك النظام في الرمن 7 الذي هواكبر 
هن 2. 
ادا علمت دالة المخاطرة (2)2 فان دالة التوزيع المقابلة لها تكون 
|42 (عاس 1 - F(z) = {1 — F(zo)} exp|‏ 1 
حيث 20 أية قيمة من قيم > لانه يمكن كتابة (3) كما يلى : 
(مام ~= [()" -  logll‏ 


14- ائبت ان وجد حد ادنى ع لقيمة 7 ( بصورة ادق اذا كانت (0= ٣)١‏ ) 
فان ا 3 هم F() = exp|- f‏ -1 


8 - ابت ان دالة المخاطرة النابنة 


2>0 ,۴ = (مازر 
والحد الادنى 0 ٠=‏ يؤديان للحصول على التوزيع الاسي . 


Û‏ ع بج ع (دامر 


206 يعرف المتغير العشوائي 7 الذي يأخذ قيماً اكبر من عدد ما » فقط بانه له توزيع ويبل 
اذ يالمعلمين « م رحيث » < ,1< ۾ ) اذاكانت دال توزيعه كما يلي : 


Ab 


5ظ exp| (Z|,‏ ادم 
,€ <2 ,0= 


او اذا كانت دالة كثافة احتماله كما بلي 


€ > و | = ( — ريع رت لتم = زدار 
€ < ,0 = 


اثبت ان توزيع ويبل يقابل دالة المخاطرة 
E) (> e.‏ = وام 
10 يعرف المتغير العشوائي م بان له نوزيع القيمة العظمى ١‏ من النوع الاسي » ذي 
المعلمين ىن :. م( حبٹ »ا . م کمیتان ثابتتان بحيث ٠‏ > .»> .هه ا (0<م. 
اذا كانت دالة توزيعه كما بلي 
,® > 2< س r= 1 ep |e FF,‏ 
آاو اذا كانت دالة كثافة احتماله كما بلى : 


Iu 


6 < بن > o‏ ,)ا =2 
نيت ان توزيع القيمة العظمى ( من النوع الاي ) تقابل دالة المخاطرة 


uD = ]وه‎ - (| o >> e, 


والحد الاد نى م = .أن العلمين » ,8 لتوزيع القيمة العظمى هما بمثابة 
معلمين للموقع وللقياس بنفس طريقة استخدام المنوسط ” والتباين ٠‏ . في حالة 
التوزيع الطبيعي . للحصول على مناقشة كاملة لتوزيعات القيمة العظمى راجع Gumbel‏ 


سنة 1958 . 
۴ - اوجد توزيع الد التين المقابلتين لد التي المخاطرة © 6١‏ كميتان ثابتتان موجبتان) 
#فحوى = u‏ )( حرف (i)‏ 


ملق 


والحد الادنى 0=» . راجع جەسم1 سنة 1934 للتعرف على كيفية 
ظهور د وال المخاطرة بالصورة الاعتبارية 


.التمارين : 
1 يسمع قائدالفرقة الموسيقية في احد ى الحفلات ضوضاء تاتي من المشاهدين ( مثل 


هذه الضوضاء قد يكون السعال ) تكون هذه الضوضاء من نوع بواسود وتسمح 
بمعد ل مرة واحدة كل عشر ٹوان . 


اوجد الخاصية المتوسط والتباين لزمن انتظار قائد الفرقة الموسيقية الى ان يدأ 


برنامجه اذا علمت ما يلي . 

() يبدأ برنامجه حال سماعه الضوضاء المسبوقة بهد زعلى الاقل مد ة20 ثانية. 

(: أن ان يكون الهدؤ مستمرا لمدة 20 ثانية . 

دات حتى تنقضي مدة 20 ثانية من وقت سماعه للضوضاء الاولى ( باففراضص 
عد م ابتد اء برنامجه حتى يسمع على الاقل لضوضاء واحدة . 


2 تأمل عدادا من النوع 1 حيث تكون ازمنة الغلق المتتابعة  ۲,٠٠١‏ ,1 
متغيرات عشوائية مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي ۲ بعزم ثانٍ 
محدود . نفترض ان وصول الجزيئات عبارة عن حوادث من نوع بواسون 
بكثافة تساوي ١‏ . 
عبر عن دالة الخاصية › المتوسط . والتباين للمتغيرات العشوائئة 


(2 73 کیت 


Ty = Ta ح‎ Tat 
عبارة عن زمن بين تسجيل جزيئتين منتالتين › بدلالة د الة خاصية متوسط‎ 
. ¥ وتباين‎ 
تلميح : يمكن كتابة الفجوة الزمنية للوصول ',, على شكل مجموع‎ 
Ta = Ya, 
حيث ,۲ عبارة عن زمن الخمود الناجمة عن تسجيل جزيئة في الزمن‎ 
“...مم وان ۲ عبارة عن الوقت النقضي بين ,۲ + /_.ح عندما‎ 
والزمن ,7 الذي يحدث فيه نسجيل جزيئة‎ ٠ يصبح العداد غير مغلق‎ 


۲۹۸ 


و 


قادمة. بما ان وصول الجزيتات هومن نوع بواسون فان ,۲ ٠, ١‏ مستقلان 
وان 7٠‏ موزعة حسب التوزيع الاسي بمتوسط «/1 


)5 معادلة التجديد : 


نفرض ان )700,0 , ۸)0 عبارة عن دوال - معرفة عندما 

تكون 0 < 8 وتحقق العلاقة 
t> 0 )2.1(‏ ,هه f(s)‏ - )وم + MD‏ = ()و 

اذا كانت ٠70‏ 800 دالتان معروفتان و 7)0 دالة غير معروفة ويجب 
تحد يد ها كحل لعاد لة التكامل 2.1 . في هذه الحالة سنقول ان 707 تحقق معادلة 
التجديد . يطلق عبن معاد لة التكامل 2.1 بمعاد لة التجديد لان العديد من الكمبات . 
المهمة فى نظرية عمليات العد التجد بدي تحقق معاد لة التكامل ذات الشكل الذي يخبه 
شكل العادلة 2.1 . 1 


معاد له إتجد يد لد الة القيمة الو.سطية لعمليات العد التجديدي : 


ان داله القبمة الوسطية . 


m(t) = EN )([ ع‎ 2 np, (7) (2.2) 


(اعديج 


لعملية العد التعجد يدي (0 <1)7/)0,1 تكون مقابلة للفجوات الزمنية للوصول 
١ ٠٠٠‏ ,د” المستقلة المتماثلة التوزيع حيث لكل من هذه الفجوات الزمنية د الة كثافة احتمال 
)٠(‏ ودالة توزيع 7)٠(‏ تحققان معاد لة التجديد . 


m(t) = F() + f حم أ‎ s)f(s) ds, t> 0. (2.3) 


لكي نبرهن المعاد لة 2.3 نكتب مايلي . 


n() = f END | T= slr, (8) ds. 


114 


الان : 


‘ENO\Ti=s=0 for s> (2.5)‏ 
لان 0= () اذا وقعت الحادتة الاولى في الزمن 5 اللاحق للزمن ,ا بينما 


if sSb (2.6)‏ (م-))س + 1 -ح [و ,7 | 87 


انه اذا اعطي وقوع الحاد ثة الاولى في الزمن + > 5 فان التوزيع الشرطي ! ۸)0 هو 
نفس التوزيع أ (ه )۷ ٣‏ 1 استخد منا في كتابتنا للمعاد لة 2.0 الاشباء البد يهية اكثر من 
استخد امنا للاساليب الرياضية الد قيقة . ان الاشتقاق الد قيق للمعادلة 2.0 بتطلب ع 
تطوير مبادىء نظرية العمليات التصادفبة وهذا يقع خارج نطاق الكتاب بكون البرهان 
المبين في هذا الكتاب مناسباً في حالة نظرية الاحتمال التطبيقي . 


باستخد ام المعادلات 24 . 25 . نحصل عل المعادلة 2.3 . 


توزيع العمر الزائد : 

في دراستنا للانظمة المستبدلة يهمنا دراسة كمية اخرى في الزمن المعلوم وهي عبارة 
عن المد ة الزمنية التي يمكن استخد ام النظام فيها لولم بتم تجديده نرمز لهذه الكمية 
بالرمز )7 ونطلق عليه اصطلاح العمرعند الزمن : نعبرعن ذلك بالرموزكما يلي 


)2.7( 1 ح يبو بر 17 = )4(0 


تكون )7 عبارة عن الفترة الزمنية بين : ووقوع الحادئةالقادمبة 
تتمثل اهمية دراسة العمرالزائد ليس فقط في كونه وقناً زائداً وانما لاهميته في دراسة 
توزيع الزيادة ()/م - (ء +70 لعملية العد التجديدي ( حيث « كمية موجبة 
ثابتة ) . نستطيع التعبيرعن التوزيع الاحتمالي 1 ٨)4 + ( - ٨)0‏ بد لالة توزيع ١)0‏ 


70 وكما يلي : 
لاي عد دين موجبين / ره 
(2.8( ره > P[y(D‏ = ]0 = 878 - )» + )تتام 


۰ 


بينما لاي عدد صحيح 1 < #فان 
)2.9( .()ن1[07- م = s8)‏ — تتام 1 = [م = )37 - o)‏ + )رام 


لكي تبرهن المعادلة 2.9 نفرض ان 4 عبارة عن حادثة لكون ^ = 37009 - ( 4 )زر 
في ضوء ذلك نكتب م بلي 
f PIA | (0) = s] dFrco (8).‏ > رمام 


الان 8 = 0 |۶14 ساوي ]1 — « = s)‏ — )تلقام 
اغفا خب لكون « > 5 اوم s>‏ 
من اجل تحديد التوزيع الاحتمالي للعمر الزائد نستخدم الحقيقة الانية 
(2.10 له < )حاط = (نهم) و 
' التي تحقق معادلة التجديد 
f g(t sya)f(s) ds, (2.1‏ + )2 + غ)” —1 = ge)‏ 


نفترض ان لفجوات الوصول الزمنية المتعاقبة دالة كثافة احتمال ( ٠‏ )/ ودالة توزييع 
F(۰)‏ 


لكي نبرهن المعادلة 2.11 تكتب ما يلي 


PID) > 2= f PIN) > اه‎ T1 = وله‎ (8) ds. 
ان‎ 
Py() > -[ه - 27 زع‎ 1 : if s>, 


,2 ل ع > if <s‏ 0 = 
U 8 > 6‏ (هره - 6ج ح زم > زو )رام = 


نناقش المعادلة الاخيرة فقط اذا علمنا ان وقوع الحادثة الاولى بكون عندما؛ > فان 
التوزيع الشرطي لعمر النظام الزائد عند الزمن ء سيكون عبارة عن توزيع عمر الجهاز الزائد 
عن الزمن و -: نحصل من هذه العادلات على : 


(tz) = f 6و‎ - se)f(s) ds+ fT f(s) ds 


ومن العادلة اعلاه نحصل على المعادلة 2.11 


سوف لانناقش فى هذا الكتاب الطرق العامة لجل معادلة التجديد ( راجع Feller‏ 
[1941] ) او خواص معادلة التجديد ( راجع [1955] ”1ا۲ت ) لکنا سنوضح في 
هذا الكتاب كيفية حل معادلة التجديد لبعض الحالات المهمة . 


نظرية : 2۸ 


)و حل معاد لة التجديد في حالة التوزيع الاسى لإزمنة الوصول 
عبارة عن حل لعادة التجديد الآتية : 


9() = k(t) +» f g(t se" ds 


وسيكون الحل كما يلي : 

0 
g(t) = g(0) + 1 4م‎ {e”h(s)} ds. (2.13( 
البرهان‎ 


عرض ان ()۸ء = ()8 ,(4)و'"ء = (0)) يتضح لنا من المعادلة 2.17 
ان ٩)(‏ تحقق معادلة التكامل الاتية : 


© )( - HO +» f° G(s) ds, 
: اذن ()0 تحقق معادلة التفاضل الاتية‎ 
”و‎ (4) - vG (4) = 110 


يفف 


ولتي سيككون حلها كما يأتي ( راجع النظرية 44 في الفصل السابع ) 
f ) (8) ds‏ - “0006 = )0 


ومنها نحصل عل العادلة .2.18 , 


من النظربة 28 نحصل على حقيقة مهمة جدا . في حالة التوزيع الاسي للوصوك 
يكون توزيع العمرالزائد 707 حشب التوزيع الاسي وبنفس متوسط زمن الوصول . 


نوضح ذلك بالرموزكما بلي 
اذا كانت 
Fru) =1—e”,‏ کیا 
)2.14( فاك _ ,1—€77=]# > )مام 37 24 
البرهان : 1 شش 
من المعادئة 2.11 نحصل عل 1 


xe ds. (2.15)‏ > (و )يام ؛ ا + ?7 €7 حك يو > Ply()‏ 


من النظرية 284 وباستخدام المعادلة 2.15 نحصل عل 
fg }ds‏ إل ا > P[y(0)‏ ¬ 1 حح P[y(t)‏ 
[2 < (0)بام = 
= 
4 نستطيع الان برهنة معكوس نظربة 38 في الفصل الرابع لان جميع العلاقسات 
المطلوبة فى البرهان متوفرة . 


نظرية : 28 
اذا كانت ازمنة الوصول (,17 هوزعة بصورة اسية وبمتوسط .«/1 فان عملية 
العد العجديدي. (0 < :,140/)0 ستكون عبارة عن عملية بواسون بكثافة تساوي , 


۳ 


البرهان : 
لكي نبرهن النظرية اعلاه نحتاج ان نبرهن نوزيع الزيادة (4)/ا - ()/2 يكون : 
حسب توزيع بواسون بمتوسط يساوي (7)4-5 لكل,0 < : < ۲ مهماكانت قيم 
706 حيث و> م 
ان 
s}‏ > ¢ ,()ة — {N(D‏ 
عبارة عن عملية عد تجديدي ( من المحتمل ان نكون تأخيرية ) ممائلة الى المنغيرات - 
العشوائية ...7 ,7 حيث ١‏ عبارة عن الفترة الزمنية من .5 الى زمن وقوع اول 
حادثة بعد 5 وهكذا ان ... ٣١, ١,‏ موزعة حسب التوزيع الااسي بمتوسطل .«/1 
نجد من المعاد لة 2.14 ان توزيع 7 يكون حسب التوزيع الاسي وبمتوسط «/1 بغض 
النظرعن قيم (0)/ وان .ى > ” وهكذ! سيكون التوزيع المشروط ! (3/)5- 7700 اذا 
علمت قيم ()/2 عندما 5 > ١‏ نفس التوزيع غير المشروط [ (ه - ا)١‏ 
نحصل على البرهان المطلوب اذا انبتنا ان () ۷ موزعة حسب توزيع بواسون بمتوسط 
“ل حيث 0 < | . بما ان ازمنة الوصول (170 هوزعة حسب التوزيع الاسي 
بمتوسط ,/1 فان زمن الانتظار .77 للحادثة * يتبع قانون احتمال كاما ذي المعلمين 
١‏ وكما بلي - 


وچ 1ےھ 1 
zz <0‏ ون =( )ل 


(Te, >0.‏ < = 1-۴0 
اذن من العادلة 3.8 في الفصل الرابع نحصل على 4 
“ "ريم 3 = )7( Py‏ 
وان ()27 موزعة حسب توزيع بواسون بمعدل ” 
ازمنة الوصول الموزعة حسب توزيع كاما : 
توزيع کاما عبارة عن عائلة من التوزيعات ذات معلمين ويمكن ان تستخد م لتقريب 
أي توزيع عام لازمنة الوصول . وعلى هذا الإساس تعتبر عمليات العد التجد يدي الممائلة 


4 


لازمنة الوصول الموزعة حسب توزيع كاما حالة خاصة لان القانون الاحتمائي لمثل تلك 
العملية يمكن حسابه مباشرة . 

نفرض ان ©(0 <1/)0,4 عبارة عن عملية عد تجديدي مقابلة لفجوات 
الوصول الزمنية الموزعة توزيعاً مستقلاً متمائلاً والتي تتخضع لقانون احتمال كاما ذي المعلمين 
2,0٠٠. 3 < 0‏ ,1 = 8 إن للفجوة الزمنية كثافة احتمال مبينة ادناه 


f) = E Qa 1>0 (2.16( 
=0, ة‎ > 0. 


ان لزمن الانتظار حتى وقوع الحادثة 7 دالة توزيع مبينة ادناه : 


1 يي 3 ٍ 


2 1 جع 
(2.17) رج قحي 0 / —ٽ اح Fp, (= 2 mi (A)‏ ~1 
وان 1 00 دالة كنافة احتمال مبيئة ادناه 


{at F—1 1 


Pro (n) ج‎ 2 


men m! 


(Ae, (2.18) 


نحسب بعد ذلك دالة 7)0 المولدة للاحتمال : 


FPN (6) = n]. (2.19)‏ 3 ت 
نفرض ان 
aê 5 "F(0. . )2.20(‏ 


نتحقق مما يلي بسهولة ( وذلك باستخد ام المعاد لة 8 في الفصل الراإبع) 


(21) =1 + (2— 1) 0) (2.21) 


من المعادلة 2.17 نحصل على 
0 


الل العمليات التصاد فية 


nk =1 


00 = م‎ r j dr 


1k عدي‎ (zy) 3 

- ا‎ ل١‎ 0 2 1) dz, 2.22) 

حيث نعرف .2 - ٣ل‏ . سط صيغة الجمع في المعادلة 2.22 باستخد ام » 
الحقيقة الأتية : 

لکل غد د حقيقي ‏ وللعدد 6 

kel 6 0 23)‏ 1 و 

e E L.2 

حيث 
exp) (2.24)‏ ده ,1س م حدع 


لكي نبرهن المعاد لة 3 اوجد مفکوك مس 


لمتوالية تبلرئم استخد م الحقيقة 
الاتية ( استخدم صيغة جمع المتواليات الهند سية ) 


فى 1+2 0 
)7 2 اذا كان , مضاعفات مط 
0= اذا كان « ليس من مضاعفات ,م 


7 
نككتب من المعاد لتين 2 . 223 مايلي : 


12 
6 ,ع‎ = 00 E 2) 


rû, 


ge" )]}.‏ 2201 حون ت 21 2 کہا عار 


اذن نحصل على دالة yT N)‏ 


ع 1 2-1 


)2.25( العام — )نح ]ويم — 1{ يك 93 لا ( + 1 = p(2,)‏ 


نوضح استخد ام المعاد لة 5 وذلك باعتبار الحالتين1 = 8 2 = ۾ تقابل الحالة 
۲۲۹ 


1 = ا التوزيع الااسي لفجوات الوصول الزمنية حيث يكون توزيع (3/)0 معروفاً وحسب 
توزيع بواسون . نحصلا من المعادلة 2.25 عل 


ْ 1- 
2 موجه - ل (ق)للجة) +1 - وهام 
,]1 - م حاصيه = 
ولتي هي عبارة عن الد الة المولد ة لاحتمال توزيع بواسون . في حالة اعم 
د عه فان ,)1 يمكن ان يتحول الى الشكل التي 


| عمسم رف ) +2 +1 ) |= e0‏ 


> ا‎ cosh V2) + sinh Q2) | (2.26) 


من العادلة 2.26 اذا كانت (0 < N),‏ تساوي عن عملية عد تجديد ي 
تقابل الفجوات الزمنية المستقلة الموزعة بصورة متماثلة ويد الة كنافة احتمال . 


)2.27( ,0 > جم \ze‏ = 
فان 
8 ۸ 
ne (2.28)‏ }42 إزنيان 
4رر ۸ م ۸ ے 
VarlN {4)] = 4 1 2 te‏ 
(2.29) د ونو “دق — e ‘sinh At‏ + 


يمكن بصورة مباشرة أو عن طريق تفاضل الدالة الموئدة للاحتمال عندما تكون 
الفجوات الزمنية للوصول موزعة حسب توزيع كاما بكثافة مبينة في المعادلة 2.16 ان 
شت ما بلي ٤‏ 


هم 


[77 )([ = + 


1 
بج سم 1 m1‏ 
1 


)1- ]وم‎ </)1- e}. 230) 


TY 


تحدد دالة القيمة الوسطية لعملية العد التعجديدي قانونها الاحتمالي : 
ان لعملية العد التجديدي (0 <:,2/)0) المقابلة للتوزيع الاسي لفجوات 
الوصولالزمنية ذات النوسط ل دالة قبمة وسطية ١‏ 
n() = EN(D] > (2.81)‏ 
والتي عبارة عن د الةخطية ل٠‏ .ان السؤال الاتي هرالذي يفرض نفسه هلحقبقة 
ان دالة القيمة الوسطية لعملية العد النجد يدي التي هي عبارة عن دالة خطية ل ؛ تعني 
ان الفجوات الزمئية للوصول موزعة حسب التوزيع الاسي ؟نبرهن ماجاء اعلام عسن 
طريق اثبات ان دالة القيمة الوسطية لعملية العد التجديدي تحدد في الحقيقة قانونها 
الاحتمالي . 
لكي ننبت ذلك > نعرف اولا الدالة الموندة للعزوم ‏ 700 للفجوة الزمنية 
7 ( أو بصورة مكافئة تحويل لابلاس - ستلجز لدالة التوزيع ۴,۵ للمتضضر 
العشواني 7 ) ١‏ 
e “arr,‏ 1 


ان تحويل لابلاس - ستلجز (7:*)68 لدالة القيمة الرسطية 
ش m* (0) = e“ dm(t).‏ 
مثلا › اذاكانت 
t20‏ ,“مده fr)‏ 
فان 
E‏ ع إل e yg‏ 1 = (0) ل 
اذا كانت 


0) = yd 


۲4۸ 


فان 
f edim‏ »= رمق “قو f‏ د روخم 


ہما ان زمن الانتظار ,77 يمكن ان يكون على شكل مجموع من المتغيرات العشوائية 
المستقلة ,1 + ...+ ,7 ذات دالة مولدة للعزوم رمس فان 


{Yr(0)}".‏ = )8( جرلا 
في حالة عملية العد التجد يد ي المبأخر فان 
.7" ((9) بمو (0) yy, (6) = Wy,‏ 


على ضوء المعاد لة 3.8 في الفصل الرابع نحصل على 


)282 . الت تت رن 


Wart 
اذا اخذنا تحويل لابلاس - ستلجز_لطرفي المعادلة 2.32 نحصل على‎ 
(0) = > رول‎ (0) = 20 {r}. 2.38) 


اذا كانت عملية العد التجديدي غير متأخرة . المجموع في المعادلة 2.33 عبارة عن 
مجموع متواية هندسية.: وعلي .هذا الاساس فان 


8( 
)2.84( 7 91 = () جم 
ومنها نحصل على 
3 
rey: (2.35)‏ = (0) لآ 


بما ان تحويل لابلاس - ستلجز لد الة ما يحدد تلك الد الة بصورة وحيدة فاننا 
نحصل من العادلة 2.35 على ان دالة القيمة الوسطية لعملية العد التجد بدي تحدد 
قانون احتمال الفجوات الزمنية للوصول وبذلك تحدد قانون احتمال عملية العد 
التجديدي . 


4 


يجب ان نلاحظ إن اشتقاق المعادلة 2.35 من معاد لة التجديد ۸)0 يكون 
هول راجع النظرية 80 ) . 


المكملات : 


24 متوسط العمر الزائد . الببت أن الحل ()م لعاد لة التجد يد 


s) dF (8), (2.36)‏ ين ' m+‏ = ()و 


يكون كما يلي ( حيث ” كمية ثابتة) 
m{EIN()] + 1. (2.37)‏ = هاو 


وهكذا مخصل على المساواة الأآنية : 
E(TI{EIN(D] + 1. (2.38)‏ - )ماك + ؛ = EW, q,ıl‏ 


تلميح :ابت أن تدجى» g() = BIW‏ تحقق الاد لة 236 حيث 
[7] =« . استبخدم العادلة 2.37 للحصول على المعادلة 2 يرجع اصل هذا 
البرهان الى .81 .13 , لمعرفة فوائد المعادلة 238 لنظرية التجديد راجع ‏ طانم 
(1958) * ص .246 . 


8 الوجود الحقبقي لجميع عزوم عملية العد التجديدي : 
نفرض أن 0 <+ ,)نز عبارة عن عملية عد نجذ يي مهال للفجوات الزمنية 
الموزعة بضورة ماثلة للمتغيرالعشوائي 7 . انبت أن لكل 0 < ١‏ . 


(1) وجود عد د موجب وه بحيث تكون الد الة المولدة للعزوم ‏ [(463200مممار 


موجودة لجميع قم ,60 > 9 وأن () 8200151 | محدود لجمبع الاعداد 
الصحيحة الموجية 


تلميح : اخثر 0 بحيث .0 < [0 < 17 . نفرض أن (۳) تتابع ممن 
المتغيرات العشوائية ثية الموزعة بصورة متمائلة مستقلة والمعرفة كما يلي : 
خرف 


.7 يساوي © أو يساوي صفراً حسب کون © <.7 أو © >.7 . نفرض أن 
(0 <14800,4 عبارة عن عمليةعدد تجد يدي نسبة الى .7 


ثبت أن )”8 > ۸)0 قيم ا وان .ل +--(0” توزيع ذو الحد ير 
اثبت أن 870 > 50 لجميع قيم :وان .ل +-(170 توزيع ذو الحدين 
السالب . حيث 7 عدد صحيح مناسب ويعتمد على ۲ . 


2€ ان معرفة دالة القيمة الوسطية 01 لعملية العد التجد بد ي (NO,tZ> O‏ 
تعنى المعرفة الكاملة لقانونها الاحتمائي . من المعقول ان نعبر عن دالة العزم الثاني 
[0)*لد]ط = )وم بد لالة دالة القيمة الوسطية . 


ابت ان : 
m(l — s) dm(s).‏ ل 2 + )م = زاوم 


التمارين : 


1 يسجل عد اد الجزيتات النووية الجرئية الثانية فقط ر ابتداء من الجزيئة الثانية 
التي ستصل العد اد في اول الامر) . نفرض ان وصول الجزيئات عبارة عن حواد ث 
من نوع بواسون بكثافة ٠‏ . نفرض ان 370 عبارة عن عد د الجزيئات المسجلة 
خلال الزمن ؛ . اوجد احتمال ان 200 عدد وترى . 

2 ابت ان في خالة عملية العد التجد بدي المتأخر سنحصل على المعاد لة الاتية : 

ااا 


n"(0) = 1 E , 8 3 


بدلا من المعاد له 2.34 
3 ابجاد دالة القيمة الوسطية من خلال عكس و تحويل لابلاس ستلجر : 


تأمل عملية الحد التجديد ي المتأخر {M(),t > O}‏ المعرفة في الخال 115 , ابت 


ان 
Û +L), 2-١‏ 5 
el, Yr =‏ 14( = وبر 
gj (O + sett},‏ مشج = [11)0 ]5 »-ى أ = m*(0)‏ 
اثبتمن خلال حساب تحويل لابلاس - ستلجزما يلى : 
شع ) for‏ #حم — 1 = mn) = E(11()]‏ 


رح 4 E) for‏ — )على بر ل قدحي — 1 = 


۳۹ 


3 . نظريات الغاية لعمليات العد التجديدي : 


ان لعمليات العد التجديدي (0 <1400,4 مزايا جيدة ونستطيع ان 
نذكر خواصها المقاربة ( عندما تكون 7 كبيرة ) بسهولة . 


نظرية : 3۸ 
نفرض أن (0 < 4 ,۷)0) عبارة عن عملية عد تجديدي ( من المختمل ان يكون 
اا ا الفجوات الزمنية للوصول 1,2,.-١(‏ = ,11 بحيث يكون 
75,٠‏ 1 مماثل التوزيع كالمتغير العشوائي 7 
التعبير المقارب للمتوسط [0) ]5 = ۸)0 5 مه > [8]3 حدر فان 


mm) _1‏ 
E (8.1)‏ 8 
في الحقيقة يتحقق قانون الاعد اد الكبيرة 
ND _1I_‏ . 
دم 1= 1 - لب ea‏ 


التعبير المقارب للباين [() ]۷۲ ا و فان 


)8.3( ا غا 


التقارب دع ا :اذا كانت ,مه > [8]7 فان لاي, ۾ حقيقي 


r g0 dy 8 7‏ < فسالا B‏ وز[ 


Vio‏ سدم 


بالمعاد لة 3.4 بعبارة اخرى ان ٨)(‏ موزعة بصورة مقاربة حسب التوزيع 
1 لطبيعي بمتوسط وتباين مقاربان مبينان بال عاد لتين 3.1 > 3.3 


يحتاج برهان هاتين . النظريتين اساليب رياضية خارج نطاق هذا الكتاب ولذ لك 


يضف 


حذف هدان البرهانين ( راجع بحث [1958] طانم8 للحصول على تطور هذه 
النظريات ) .يمكنك الحصول على نقاط رئيسية لبرهان العاد لتين 3.2 3.42 وذلك 
في البند 6-9 . 


نوضح معنى المعادلتين 3.1 : 3.3 باعتبار عمليات العد التجد يد ي (0 < غ ١)0,‏ 
اللقابلة للفجوات الزمنية للوصول والمو زعة حسب توزيع كام بالملمتين ‏ ( ,2= 
.نبين في المعادلتين 2.28 2.29 الصيغتين الدقيقتين لتوسط وتبايسن ۷)0 كما 
يلي : 


ب 0 ها 


صمت 


e)‏ غا 
eT‏ مب4 


نحصل عل الصيغتين بصورة مباشرة هن العادلتين 31 33 لان لدالة 
كنافة الاحتمال ) معاد لة .2.27 متوسط 2/۸١‏ = م وتباين 2/٨2.‏ = 2ه 


مثال : 3۸4 
تصحبحات للعد غير المسجل : 
تأمل غد اد الجزيئات النووية ذا زمن الخمود نابت ا حيث يكون وصول الجزيئات 


عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة «١‏ عندما يكون زمن المشاهدة 4 طويلاً قاننا 
نعتبر العد د الحقيقي تلجزيئات المسجلة 1)9 مقارباً الى بر وذللك في المعاد لة 3.2 


حيث / منوسط الفجوة الزمنية بين وصول 00 .ثبت في حالة عداد النوع 


(راجع التمرين 1.2 ) أن 


مك1 اط .دق دم 
vy PVP,‏ 


بينما انبتنا في حالةالعد اد من النوع في المثال 15 أن 


if‏ اا 1 ے ناه 


is small.‏ : »+ -م اذا كانت اء صغيرة 


واش 


نتبع الخطوات الآنبة لتقدير ‏ من ()/3 . نفرض أن 


فللة و 
2 
عبار عن الكنافة المشاهدة لتسجيل الحوادث . باستخد ام المعاد له 3.2 تكتب بصورة 
تقريبية . 1 : 
دق 
عر 


تكون م في حالة العداد من النوع 1. كما بلي :- 


رآم عل 1 
بحيث 
Tr 88‏ 
نستخرج « في حالة عداد النوع 11 من المعادلة 
e,‏ = $ 


اذا افترضنا ان ل« صغيرة . فتحصل من المعادلة 3.5 على « في حالتي العدادين . 
للحصول على الكثافة الحقيقية « لوصول الجزيئات ستعتبرالمعادلة 3.5 على انها التصحيح 
المطلوب لكنافة المشاهدة 2 للجزيئات المسجلة . 

راجع كتاب طإانص؟ سنئة (1037) جع ںا" سنة (1!118) للحصول على طبيعة 
عد د الجزيئات المسجلة في العد اد عندما يكون توزيع زمزالخمود اعتبارا ويكون توزيع زمن 
الوصول من نوع بواسون . مناقشة التطببقات الشاملة لنظرية التجديد فى العد ادات 
نجد ها في کناب ان 

تؤدي نظرية الغاية التالية دورا مهما في تطبيقات نظربة التجديد سنذكرها بد ون 
برهان 
نظرية 3[3 

اذا كان زمن الفجوة 7 غير دمه1ممم lattice‏ وان له متوسطا مم 
محد ودا فان لاي 0 h>‏ 1 


سس ے 

+ ران كلمة ) و )| عبارة عن متغير عشوائي متقطع له الخارصية الاتية جميع قيم ر الي يأخذها 7 باحتمال 
موجب تكون بالشکڑ ۸۸ = #حيث / عدد حقيقي . / عدد صحيح . مثال . الخفيرات العشوائية ذات القيم العددبة 
الصحيحة هي متغيرات 181100 2 1 
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lê m+) 2ت‎ £. (3.6( 


بصورة اعم ١‏ لاي دالة تحقق الشروط 
(ن لجميع 0 <£ , 0< 000 


(1 Q(t) dt > رمه‎ (i) 
غير تنازلية ( اي ان )© اذا کان‎ 0)0( )1:( 
فان‎ 
ل‎ Q(i—s) (م) يج‎ = f Q(s) ds. (3.7) 


تسمى المعادلة 3.6 بنظرية e1¥lnekاB‏ لان اول من برھنھا ھور 

Bke‏ (1948) 2 اما المعادلة 3.7 فتسمى بنظرية التجديد الرئيسيية 
key renewal theorem‏ ( ر اجع ]1958[ Smith‏ ص 7 ححيث يمكن 
استنتاج عد د كبير من ن النتائج من المعادئة 3.7 ). 


راجع مناقشة 5ء1۸4 لبحث 1ا81 لكي تستطيع برهة المعادلة باستخدام 
الماد له 3.6 . 


نظربة چ 

نفرض ان (72)0 عبارة عن دالة العيمة الوسطية لعملية العد التجديدي المقابلة 
للفجوات الزمنية ألوصول الموزعة بصورة مستقلة ومتمائلة وبدالة توزيع ()7 ليست من 
نوغ بادا ومتوسط محدود سم انفرض ان 9)0 عبارة عن دالة تحقق 


معاد له التجد بد 

o() = QD + f g(t— 8) 47 )9(٠ (3.8) 
ان (ا)و ستعطي بالمعاد لة‎ 

q() = 000 HF f 00 s) dnr(s). 8.9) 


اذا حققت (00 الافتراضات () . () - (لأة) من النظربة 38 فان 
1 غار 
ds. (3.10)‏ (0)5 9 90 ا 


۳ 


البرهان : 
بأخد تحويل لابلاس ستلجز لطرفي المعادلة 3.8 نحصل على 
,(0) 0 (9) *و سد () *0 = (0) *و 


حیت 
g*(0) = f e “dg(), Q*()= f e "200,‏ 
e” ® dF ().‏ 8 = () ل 
اذن 
,)¥ الاك ان خط 4 ے 

)8.11( 50 -1 (0*)6 + (0*)6 و 50 =1 8 (9*)0 

بما ان تحويل لابلاس ستلجز (6)* ! ()۔یحقق 

( لل م رو * 

إن سيك 


عندما نعكس ا٣ا‏ المعادئة 3.11 نحصل على العادلة 3.9 .تتحقق صحة 
المعاد لة 3.10 باستخد ام العادلة 3.9 ونظرية التجديد الرئيسية . 


مثال : 38 
التوزيع المقارب للعمر الزائد . 


اہتنا في المعاد لة 2.11 ان 
[ه < () ]۶ = (,) و 
تحقق معاد لة التجديد 
gs) =1— 7) + 2) + f‘ g(t— s,2) @F (8).‏ 


وهكذا من العادلة ,3.10 نحصل على 
مه م جمم دع ل 1د < رواجم غ 


1 )اكد 
به ((” 1 f‏ 1 
وان Fu) ay.‏ -1) ل f,‏ > إنه > PYD‏ غا 


شف 


وهكذا بخضع العمر الزائد ٠,‏ بصوره تعريبية عندما تكون )7 كبيرة لقانون 


الاحتمال المحد د بد الة كثافة الاحتمال . 
.0>« اك 24 
مثال 30 ت 


الاحتمال المقارب لعطب وتصليح النظام : 


تأمل نظاماً في احدى حالتين وهما حالة عمل”دم"اوحالة عطب .08" يكون 

النظام في الزمن صفرا في حالة تحمل ويستمر في هذه الحالة مدة عشوائية .7 وبد الة 
توزيع ()..۴ .ويبقى النظام في حالة عطب مدة عشوائية قبل تصلبحه ونطلق على 
هذه المدة العشوائية 2.5 وبدالة توزيع )7 .ثم تستمر العملية ( للحصول على 
وصف للنظام بصيغة اخرى راجع المثال 44 في الفصل الاول ) نفترض في الازمنة 
المنتابعة لعطب النظام وتصليحه ان تكون مستقلة .نرغب الان في ايجاد الاحتمال 9)0 

لعمل النظام في الزمن + . 
نستطيع الان ابجاد معادلة تجديد تحققها 9)0 .نفرض ان .7 + .ہ7 := 7 

عبارة عن المد ة الزمنية من صفرالى ان دكون النظام في حالة عمل بعد أن اجري تص لبحه 
وافرض ان ()72 عبارة عن د الة توزيع ذلك الزمن . ان 


)07 [ء ١=‏ | النظام في حالة عمل في الزمن :]۲ =f‏ 90 


الات 
ifs > #‏ (م- )وح ][و ع2 | 
:4 < 5 11 [ه > 7 |27 > ]د 
dF(s)= P[t > Tag and t< FT]‏ [م د 2 | “P{ > Ton‏ 1( 


= Pt > ا1‎ = 1~ Fon(t). 
اذن . تحقق 0)0 معاد لة التجد يد‎ 
را - 1ك ()ن‎ + f g(t— 8) @F(s). 
افترض عدم عشوائية‎ 
وان 7 متوسطاً محد وداً پساوي ى من المعادلة 3.10 نحصل على‎ 


يضف 


a E 
اوس‎ = Û | (1 — Fa) at = ms 


الاحتمال المقارب تعمل النظام يساوي نسبة متوسط عمل النظام الى متوسط الفجرة 


الزمنية بين دورتي عمل . 
التمارين : 
1 نفرض أن () ۸٨‏ تمثل عد د الجزيئات المسجلة في الفترة + بمقياس : للدائرة 
العامة 
( راجع الال 1٥‏ ) وان وصول الجزيئات عبارة عن حوادث من نوع بواسون' 
بكثافة س . 


اوجد بصورة تقريبية متوسط وتباين ۷)0 

2 تأمل العداد نوع 1" ذا ازمنة الغلق المتابعة ۲,٠٠٠١‏ وهي عبارة عن 
متغيرات عشوائية مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي ١‏ بعزوم ثانية محد ودة 
تفترض ان وصول الجزيئات عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة ١‏ . نفرض 
ان 340 تمثل عدد الجزيئات المسجلة في الزمن 4 .اثبت ان 


17421 ۸ Yar[Af()] _ 1+۸2 Var], 
م }+1 1{ غا‎ 0 ١7 1م‎ 


انا 


3 نفرض ان ()” د الة توزيع المتغير العشوائي غير السالب ذي المتوسط المحد وذ 4 
والعزم الثاني وم .البت ان 


gz) -_1 {1— ”(( for z> 0 


for # > 0‏ 0= 
عباره عن دالة كنافة احتمال بمتوسط يساوي 
Î a2) da= 4,‏ 
2u‏ 
في ضوء هذه النتيجة اذا كانت عملية العد التجديدي مقارنة بالفجوات الزمنية 
بين وصولين حيث ان هذه الفجوات عبارة عن متغيرات غير عشوائية - nat‏ 


۴A 


tke‏ الها متوسطات محد ودة تساوي [5]7 وعزوم ثافية* ,[5]7 فان 
لعمره الزائد ۲0 متوسطاً بحقق 
E.‏ - 01 ام هنا 


4 الحد الثاني في مفكوك دالة القيمة الوسطية : 


تحقق دالة القيمة الوسطية لعملية العد التجديدي مقارنة بالفجوات التي هي 
غبارة عن متغيرات غير 12856 لها منوسط وعزم ثاني محد وردان هما م » وم 
على الترتيب ١‏ 


برهن الصيغة اعلاه وذلك بتطبيق نظرية التجديد الرئيسية على الصيغة الاية : 
FO} ds.‏ -0 1-1 دمة (0-0 1 f‏ - 0ه 


تلمح : ابت ثم استخدم الجقيقة الاتية : 
dne) = m() - + {1 Q00).‏ (06-8' 


5 احتمال عدم غلق العداد نوع 11 
تأمل عداد النوع 11 حيث تكون ازمنة الغلق المتتابعة للعداد عبارة عن 
متغيرات عشوائية مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي ۲ بعزم نان محدود . 
نفنرض أن وصول الجزيئات عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة ۸ . 
نفرض ان © 0,2)*) عبارة عن عملية تصادفية معرفة كما يلي : 
1= ()× اذا كان العداد غير مغلق في الزمن ) 
0= اذا كان العداد مغلقاً في الزمن 7 
نفرض ان . )24 تمثل عدد الجزيئات المسجلة في الفترة من صفرالى » . 


نفرض ان [0) 8144 =0 ونفرض ان .11 = ()2]ط = ()م 
ابت ان ْ 


@ Lmn =0, m= م ل‎ de; 
3 ان‎ J Fru dj: 


۳4 


( تلمبح : استخد ام نظرية عمليات بواسون المرشحة ) 
(:1:) للفجوات الزمنية بين تسجيا, الجزيئات متوسط يساوي 
:]لج exp‏ 
(«ة) يمثل المتغير العشواني ز مغلق 7 ) المدة الزمنية لغلق العداد ( في لحظة 
تسجيل الجزيئة الى ان يصبح العداد غير مغلق ) وان لهذا المتغير متوسطا يساوي 
بط - exp AED‏ 


() للمتغير العشوائي ( مغلق « ) متوسط يساوي .1 - 7 ۲] 72 ييز 
فى خا العداد نوع س : 


ا 
) و 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 1 
https:/ /archive.org/ details/ @hassan_ibrahem‏ 
https://archive.org/details/@hassan_ibrahem‏ 
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الفصل السادس 
متسلسلات ماركوف : المعلم الخقطع 


يؤدي اساس الحتمية العلمية دوراً مهماً في الفيزياء الكلاسيكية تستخرج حالة 
النظام في لحظة في الزمن : اذا علمنا حالته الفيزيائية في الزمن .» وهكذا 
نحصل على طريقة اساسية لتحليل الانظمة الفيزيائية : نستنتج الحالة الفيزيائية للنظام 
في الزمن المعلوم 4 من خلال معرفة حالته في اي زمن سابق( اولاحق ) :م وان حالة : 
النظام هذه لاتعتمد على حركة النظام قبل ( او بعد ) زمن ا 


تم ان نجد اساساً ممائلاً اذا علمنا ان الانظمة الفيزيائية تخضع لقوانيين 

الاحتمال بدلا من القوانين غير الاحتمالية ( حيث لايمكن ايجاد قيم معكوسة 0 ( 
١‏ نستنتج احتمال كون النظام الفيزيائي في حالة معلومة عند زمن معلوم ا من خلال معرفة 

حالة النظام في اي زمن سابق .,؛ وان هذه الحالة لاتعتمد على حركة النظام قبل الزمن 
41 تسمى العمليات التصاد فية التى تمنل مشاهدات للانظمة الفيزبائية وتحقق الشروط 
اعلاه بعمليات ماركوف ٠,‏ 

نوع معين من انواع عمليات ماركوف يسمى بمتسلسلة ماركوڭ دنورا بعلمو 
ونعرف بانها عملية تصادفية تخضع لسلسلة من الأنتقالات بين قيم معينة ( تسمى ب 
حالة ”ىه اداه العملية ) ومن خواصها ان القانون الاحتماني لشكل العملية المستقبلى 
يعتمدعلى الحالة فقط وليس على كيفية وصوله العملية الى تلك الحالة اذا علمنا ان العملية 
في حالة معطاة . تكون عد د الحالات اما محدودة اولامحدودة يمكن حسابها . 


تستخد م الاساليب الرياضية في هذا الفصل اكثر من بقية فصول هذا الكتاب لان . , 


الفرض الااساسي هر اعطاء مفهوم تطور الصيغ الاساسية لنظرية متسلسلات مارکوف 
المتقطعة المعلم . 


5 التعريف الاساسي لعملية ماركوف 5 


يقال ان العملية التصادفية ذات العلم المتقطع 0--..500,1-0.1,2) او 
العمية التصاد فية ذات العلم المستمر إ0 ٠٠),  <‏ بانها عملية ماركوف لاية مجموعة 


م/؟؟ العمليات التصادفية 


من النقاط الزمنية ا > ٠٠٠‏ > يا > ,/ اذا كان توزيع ,() المشروط لقيم 
XCD, °°“, Xba‏ المعلومة يعتمد على ئ × فقط . بعبارة ادق › لاي عدد 
من الاعد اد الحقيقية مت , ٠*١‏ ات 


P[{X(tn) = و2‎ | Xi) = L1, °°° , ±) [1-وم ع‎ 
= P[{X(H) > و-مة)2 | منه‎ = mı]. (1-1) 


نوضح المعاد لة 1.1 كما يلي : أذا اعطيت حالة العملية في الوقت الحاضر فسان 
حالتها في المستقبل : لاتعتمد ؛ على حركة العملية في السابق . 


تصن عمليات ماركوف حسب () طبيعة العملية ( فيما اذا كانت متقطعة 
المعلم اومستمرة المعلم (31) طبيعية فضاء حالة العملية 00©55:م7 slate space‏ 

يقال ان العد د الحقيقي 2 غبارة عن قيمة ممكنة › أوحالة #اهاة للعملية التصادفية 

{X(D,teT}‏ ان وجد زمن ۽ ينتمي الى م بحيث يكون الاحتمالط )× >.م - يراط 
[# + :د > هوجباً لكل < «نطلق على مجموعة القيم الممكنة للعملية بفضاء تلك الحالة . 
يسمى فضاء الحالة بالفضاء المتقطع اذا کان يحتوي على عد د محد ود اولا محد ود يمكن 
حسابه من الحالات . اما فضاء الحالة غير المتقطع فيسمى بالمستمر . تسمى عملية ماركوف 
ذات فضاء حالة متقطع بمسلسلة ماركوف مء اء تستعمل غالباً مجموعة 

الاعد اد الصحيحة [ ٠٠٠‏ ,1 ,10 لتعني فضاء حالة متسلسلة ماركوف 


جدول ٠‏ تصنف عمليات ماركوف الى اربعة انواع اساسية 


فضاء الحالة 


f 


توصف عملية ماركوف بد الة الاحتمال الانتقالي انان ه00 م ««مةانهاههما 

P(E, | zy) gl 22), 0:15, ويرهز لها غالباً بالرھز‎ function 
التي تمثل الاحتمال المشروط لكون حالة النظام في الزمن + تنتمي الى 8 اذا اعطيت‎ 
ان النظام في حالة 2 في الزمن م >) .يقال ان لعملية ماركوف احتمالات‎ 
او انها‎ stationary transition probabilities انتقالية ثابتة‎ 
عل ع ,ا‎ P(t) atl اذا‎ hontogene- ous متجانسة الزمن‎ 
. )6- فقط خلال الفرق زم‎ 


توجدبحوث كثيرة حول عمليات ماركوف وخصوصاً الاسس الرياضية لهذه - 
النظرية من جانب ٠,‏ وتطبيقات هذه النظرية من جانب اخر .نوضح في هذا الكناب 
كبفية ظهورعمليات ماركوف كنماذ ج للظواهر الطببعية .ندرس في هذا المجال متسلسلات 
ماركواف وذلك لسهرلة الرياضيات المتعلقة بها .ندرس بصورة رئيسية ما بلي 

(1) سلو التبعية او الانتقال الزمنية متسلسلة ماركوف . نجد دالة الاحتمال الانتقالي 
وذلك بايجاد وحل العادلات التي تحقق ( دوالاً تفاضلية تكاملية . او انواع 

اخرى ) . 

(:1) السلوك الطويل المدى ر او الحالة المسمرة ) لمتسلسلة ماركوف بصورة خاصة 
تحديد شروط وفقاً لهذه الشروط سيوجد احتمال يقاس ب (8)* بحي 
تكون للغاية غا 

lim P(rstojli,t) = r(E) 
قيمة حقيقية مستقلة عن م زرا‎ 


(11) سلوك التواجد الزمني وازمنة الدور الاول . ندرس التوزيعات الاحتمالية لكمية 
الوقت الذي استغرقته المتسلسلة في الحالات المختلفة ( ومجموعات الحالات ) 
وطول الزمن اللازم لعبور النظام من مجموعة حالات الى مجموعة حالات اخرى 

. مثا 14 


متسلسلة ماركوف المتقطعة المعلم : 


تأمل نظاما فيزيائيا يشاهد في مجموعة متقطعة من الازمنة . ارمز للمشاهد ات المتتابعة 
بالرموز .1,۰۰۰ ,1,۰۰۰ يفترض أن يكون .1. متغيراً عشوائياً . تمثل 
tr‏ 


قيمة × حالة النظام الفيزيائي في الزمن + . يطلق على النتابع رج بالمتسلسلة 
chen‏ ذا ام افتراض"وجود عدلا محد ود اولا محد ود يمكن حسابه من حالات 
النظام فقط . ان التتابع (.) عبارة عن متسلسلة ماركوف اذ اكان كل متغيرعشوائي ,ر 
متقطعاً وبحقق الشرط الاني :لكل عد دصحيح 2 < ولكل نقطة من النقاط * عندما 
ع > ٠٠١‏ > :2 > «فان التوزيع المشروط للمتغير اذا عنام ےر 0 
يعتمد على دل فقط بعبارة خاصة فان لكل عدد حقيقي مد ٠٠٠,‏ ,= ,ه2 تتحقق 
صحة ما بلي 

P[Xa = tp | 206 > 3o, ٠ ٠ زر‎ Kea = F-1] = PIXp = Zn | وك‎ = m-1], 


ل12 
عند ما تكون الجهة اليسرى من العادلة 12 معرفة . 
مثال : 18 ٠‏ 


An inhedded Markor متسلسلة ماركوف المتداخخلة‎ 


مثال لمتسلسلة ماركوف تأمل عد د الاشخاص في نظام انتظار. افرض وجود دائرة 

يعد فيها مرظف واحد وان وصول الزبائن عبارة عن حوادث من نوع بواسون بكثافة "٦.‏ 
افرض ان - ازمنة خدمة الزبائن المتتابعين عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة متمائلة 
التوزيع . افرض ان, عندما1 < * تمثل عدد الاشخاص في صف الانتظارفي لحظة 
تقد يم الخدمة للزبون رقم 2 ( في يوم معلوم ) وانتهاء تلك الخد مة . أن التتابع {Xa}‏ 
عبارة عن متسلسلة ماركوف نبرهن ذ للك باثبات ان توزيع به المشروط اذا علمت 
یم :3 ٠٠٠,‏ ,و ,رلا يعتمد على قيمة .× فقطءافرض ان 1 تمئلعدد الزبائن 
الذين يصلون دائرة البريد خلال زمن خدهة الزبون رقم » . اذن نكتب ما يلي 
(Xa) F Unt (1.3)‏ سس Ka‏ 2 ربولا 

حيث نعرف 

0 ويه if‏ 1= رمن 

=0 if a =0. (1.4) 

بعبارة اخرى يعتمد عد د الزبائن في صف الانتظار عند ما يترك الزبون(1 + ١)النظام‏ على 
كونالزبون(1 + )موجود! في صف الانتظار عند ما انيمي الزبون 7 خدمته . اذاكانت 


0= (م)ةفإن جملا =+ بينما اذاكانت 1= (3): فان1 - ٭ ٣‏ بول > ×٢‏ 


0 


ہما ان 1٤ا‏ لاتعتمد على ,2 ,۰۰۰ ,31 فاننا لانحتاج الى معرفة قيم E‏ 
اذا علمنا قيمة .× من اجل تحقيق التوزيع الاحتمالي المشروط | بي 


للف 


. 


تعرف متسلسلة ماركوف (:2) المعرفة بالمعاد لة 13 ب . imbedded Marlo‏ 
نسبة الى مشاهدة العملية التصاد فية (0 <1770(,4 في التتابع الزمني (4 المقابل 
للحظات التابعة لمغادرة الزبائن حيث 2/00 تمثل عد د الزبائن في صف الانتظار في 
الزمن ؛ . تكتب بالرموزما بلي : 


)1.5( م80 X=‏ 
مثال ۱10 

متسلسلات ماركوف المستمرة المعلم - تأمل مجتمعاً ما > مثل مجتمع الجزيئات 
الموجودة في حجم جزئي لغاز معين . 


الجزيئات المنبعئة من مصد رمشع ١‏ الكائنات البايولوجية الحية نوع معين في محيط 
معين » الزبائن في صف الانتظار ...الخ .نفرض ان )× عئدما 0 < 4 تمثل حجم 
المجتمع في الزمن ع .وهكذ! فان (0 <15)0,7 عبارة عن عملية قيمة غددبة 
صحيحة .لكل) < : نكون قيم )2 الممكنة هي الاعداد الصحيحة( ٠٠٠‏ ,2 ,1 ,20 
اذا كانت (0 < 1,()×) عبارة عن عملية بواسون كما هو الحال مثلا عندها تكون 
{XC t > O}‏ عبارة عن عملية بتزايد مستقل فان تلك العملية عبارة عن 
عملية ماركوف .من اجل اعطاء تعريف اساسي ههوم عملية ماركوف وتسلسلة ماركوف 
اقتصرنا على دراسة المتغيرات العشوائية ذات القيم الحقيقية فقط .بأني المفهوم الواسع 
لعملية ماركوف من خلال تطبيقاتها للعمليات التصادفية ‏ (0 <12)0,4 او" ,ب 
e‏ - حيث تكون للعناصر العشوائية )× او ,× قيم اخرى عدا الاعداد 


مثال 112 4 
كتابة اللغة لحسلسلة ماركوف المتعددة. نستطيع تقسيم حروف الهجاء الى قسمين 


وهما حروف العلة وحروف السكون .افرض اننا نمثل حرف العلة بالرقم صفر > وحرف 
السكون بالرقم ر .ان صفحة اي كتاب ستكون على شكل تتابع من الارقام صفر .٠١‏ 
ان حروف العلة والسكون نكون متسلسلة لماركوف اذا علمنا مجموعة من الحروف فان 
احتمال كون الحرف القادم حرف علة اوسكون ( صفراو١‏ ) هونفس احتمال کون 
الحرف القادم علة اوسكون بمعرفة طبيعية الحرف الاخير من المجموعة فقط لايمكن 
تطبيق هذه الحالة في لغات كثيرة ولكن يمكن تطبيقها في اللغات البسيطة مدل اللغة 


EL 


الساموائية .س العروف ان حروف العلة والسكون في اللغة الساموائية تكون متسلسلة 
لماركرف حيث لايمكن حدوث حرف سكون بعد حرف سكون سابق وان حدوث حرف 
علة بعد حرف علة سابق يكون احتمال 0.51 ( كما ذكر ذلك ((1952] هاا 

من کتاب Newman‏ (.„ ش 


تامل وجود مجموعات متتابعة هن الحرواف .اي مجموعة متكونة من م حرف 
تمثل ب ٣‏ هركبة (2 , ٠٠٠‏ ,2) حيث أن كل عبارة عن صفراو! . 


يوجد 2 حالة ممكنة للمجموعة الواحدة .ان اي تتابع متكون هڼ م۸ حرف 
سيؤدي الى وجود. 7-7-4-1 مجموعة ذات + حرف . وهكذ! فان العبارة 
stochastic processes‏ 
المدكونة من 19 حرف »تؤدي الى وجود 18 مجموعة ولكل مجموعة 2 حرف وكما يلي 
1 0 : 1,0( ,)1,1( ,)0,1( ,)1,0( ,)1,1( ,)0,1( ,)1,0( ,)1,1( 
(BD, (LD, (L0), (OD, (L0, (OD, (1,1, i 5 7‏ 
يقال ان متوالية الحروف الاصلية تكون متسلسلة ماركوف المعددة برتبة 7 اذا 
كانت النوالية عبارة عن مجموعات ذات -7 حرف تكون متسلسلة لاركوفبالممى 
الاي : احتمال کون المجموعة القادهة من نوع معين لاي مجموعات (ذات ۲ مركبة ) 
هو نفس احتمال كون المجموعة من نوع معين بمعرفة طبيعية المجموعة الأحيرة فقط . 
توجدعدة اختبارات مختلفة لتحديد رتبه متسلسلة ماركوف المتعددة ( راجع كاب 
اندرسن وكودماتن [1957] وکتاب بروزوهم:[: ‏ ([1961].ان مثل هساءه 
الاختبارات تكون عبارة عن وسيلة لمعرفة كفاءة اللغات في نقل المعلومات . 
مثاك 1E‏ 
مشاكل صيانة الانظمة :. 

. نحصل باستخدام متسلسلات ماركوف على وسيلة فوية لدراسة تأثيرات القوانين 
المختلفة عل التشغيل العطب وتصليح اي نظام مثل الحاسبات الالكثرونية اوقطع 
ماكنة ما . نحاول ان نجد تعريفا مناسبا لمفهوم الحالة وذ لك لجعل تتابع مشاهدات حالة _ 
النظام لتكوين متسلسلة لماركوف . احدى الطرق الممكنة هي اعتبار (2 ,11 فضاء حالة ‏ 


حالة 1 نعني الحالة الجد يدة للنظام . 


حالة 2 تعني حالة تصليح النظام . 


4 


ويشمل هذا النموذج مختلف تعقيد ات عطب وتصليح الانظمة من اجل تكوين 
متسلسلة ماركوف .مثلا قد يكون عطب النظام في حالتين الحالة الاونى تحتاج الى فترة 
زمنية واحدة لتصليحها والحالة الثانية تحتاج الى عدة فترات زمنية .او الى نظام انتاجي 
يمر بمراحل عطب مختلفة يمكن تلافيها من خلال الفحص الدوري والصيانة المحافظة› 
نتيجة لذ لك تحتاج الى تكوين افتراضات اخرى لكي نستطيع معاملة سلوك النفظقام 
لمتسلسلة ماركوف . 
المناقشة النظامية حول تحويل العمليات التصادفية الى عمليات ماركوف المتعددة 
بوجود المتغيرات المكملة تجدها في كتاب (1955) ×وں 


تمارين : 
اذكر فصل العمليات التصادفية الموصوفة في التمارين 1.1 الى 1.4 هي () عملية 

ماركوف (3) متسلسلة ماركوف . اشرح السبب . 

1 عند ما يكون. ٠‏ ,2 ,1 يد ,27 ۰۰۰4+ و + 01 دولا حيث (8) عبارة عن 
تتابع من المتغيرات العشوائية المستقلة () كل منها طبيعي التوزيع (نن لكل 
متغير قيمة تساوي صفراً او1 باحتمال م ٫‏ ۾ على الترنيب 

2 عندها تكون. . ,و ,ر ےو إ0 +۰۰۰ +0 + ]) جرلا حيث (.8)عبارة عن 
تتابع من المتغيرات العشوائية المستقلة . 

1.3 (0<: ,450 عبارة عن ره) عملية وبر (3) عملية بواسون . 

...١ 4‏ ,2 ,1 حه م عبارة عن حل معاد لة الفرق التصاد فية ,!؛ + 1-,لام- ,:ة 


حبث ١‏ كمية ثابنة معلوهة0 = ركز , 3 ٠٠‏ ,2 ,1 ح يدر 1)عبارةنتابع مناللتغيرات 
العشوائية المستقلة المنمائلة التوزيع . 


6-7 الاحتمالات الانتقالية ومعادلة جابمان - كولموكروف : 

لاجل تحديد قانون احتمال متسلسلة ماركوف الحقطعة المعلم [.×) نجد دالة 
كتلة احتمالها في جميع الازمنة0  <‏ < م والحالتين ‏ ,» وكمايل : 

)2.1( [ذ ع مقاط = رارع 


Yêv 


وان دالة كتلة الاحتمال المشروط كما بلي 
(2.2) تمك | طح ١]‏ = (نتراه) ررم 
يطلق على الدالة («,)ىررم بدالة الاحتمال الانتقالى لتسلسلة ماركوف . يتحدد 
قانون احتمال متساسلة ماركوف بواسطة الدالتين في العاد لتين | ر ى درد حيث ان 
جميع الاعداد الخقيقية ,© ولاي نقطة من النقاط الزمنية ,م > ٠٠٠١‏ > ورد > رز 
وللحالات 6 ٠000‏ وكما بلي : 1 
وا کہ و ا کے1 
(te) Pra, 12,113) ٠ Pty 1q a-1,1a)* 22.3)‏ ين يمقر (t1)‏ م7 = 
يقال ان متسلسلة ماركوف متجانسة ( اومتجانسة الزمن اولها احتمالات التقالية 
ثابتة ) اذا اعتمدت (7,72 )ررم على الفرق ١‏ -” فققط اذن نطلق عل 
pya) = P{Nnye= | x= 7[‏ لاي غدد صحيح 0 < ا بدالة الاحتمال 
الانتقالى ذات ال * مرحلة لمتسلسلة ماركوف النجانسة ١‏ بعبارة اخرى . تمثل 
56 الاحتمال المشروط لمتسلسلة ماركوف المنجانسة التي تكون في حالة ز وبعد 
۴ مرحلة ستصبح في حالة ۾ . تكتب الاحتمالات الانتقالية ذات المرحلة الواحدة 
( )رم عادة ۶۰ نوضح ذلك بالرموز 
P(X qı = E | X= JJ (2.5)‏ ديرو 1>0 
وبنفس الطريقة خد د قانون احتمال متسلسلة ماركوف المستمرة العلم (0 < ,()) 
وذلك بايجاد دالة كتلة الاحتمال في جميع الازمنة ,0 < 5 < ) والحالتين ز ,* 


وكما يلي 

- )2.6( 3 = 0( خم = )يم 

وان دالة كتلة الاحتمال المشروط كما يلي : 

2 )8,4( = P(X (= k 1 2660 =1. 2.7 


يطلق على الدالة (رة)ء,رم بدالة الاحتمال الانتقالي لمتسلسلة ماركوف . يقال 
أن متسلسلة ماركوف (0 < 4 ,1400 متجانسة رها احتمالات انتقالية ثابتة) اذا اعمد ت 
۸)80 على الفرق 5 -؛ فقط . الذلك نطلق على 
j] (2.8)‏ = ضممعة | PIX(+ w) = k‏ = )يرم 
لاية قيمة 0< » a‏ 
بدالة الاحتمال الانتقالي لتسلسلة ماركوف (0 < ؛,1)8) . العلاقة الاساسية التي 
A‏ 


تحققها دالة الاحتمال الانتقالي لمتسلسلة ماركوف [,) تسمى بمعادلة جابمان - 
كولوكروف : لكل زمن 0  <‏ < س < ٭ ولكل حالتين ز .۲ 
Psy) Pix(uyn). (2.9)‏ 20# 
حالات 

لاحظ أن الجمع في المعادلة 2.9 يكون لجميع حالات منساسلة ماركوف . لكي 
نبرهن المعادلة 2.9 نستخد م خاصية ماركوظ #>رققة "آتية : 
jl.‏ ع Xa‏ | 2 حاط إل ح ,ةر ديكا | 1 ع 05 J,‏ حك [و د ور | 8 ع PX‏ 

' حالات 

)2.10( 


بنفس الطريقة » نثبت أن دالة الاحتمال الانتقالي لمتسلسلة ماركوف (0 < + ,(35)0) 
تحقق معاد لة جابمان - تولموكروف : 
لكل زمنن < ه < به < ؛ولكل حالتين ز , ۸ خصل على 


Pirt). )2.11(‏ (اتره) ورم 22 = (ثره) ررم 
` حالات 


مصفوفات الاحتمال الانتقالي : 


نوضح الاحتمالات الانتقالية لمتسلسلة ماركوف 20 بفضاء الحالة ( ٠٠٠١‏ ,2 ,1 ,0 
وذلك بعرضها على شكل مصفوفة : 


Poon) Po{myn) Ppoalmyr) ... Porlmn) ... 
Pion) pis(mn) pelmy) ... pmafmn) ... 
P (myn) ج‎ 0 : : ua : عه‎ 

... ا ... 02 ال 2 ك2 


لاحظ أن عناصر مصفوفة الاحتمال الانتقالي (2):,0 تحقق الشروط الآآنية : 
Pinlm,n) 2> 0 )2.13(‏ لجميع قيم ,نر 
١ 2 pj, (n,m) > 1 (2.14)‏ لجمع قم 2 


اذا اعطيت مصفوفتين 4 , 8 ذات ابعاد؟ × م ١‏ × يعلى الترتيب 


G1 TON aa. 
d1 6280 a... 


dpl dp2 «<. 


نعرف حاصل ضرب المصقوفتين2 , 4 كما بلي 0-۸:8 حيث ٥‏ ذو بعد ۲ × م 
التي عنصرها .ره بيقع في تقاطع الصف ر والعمود ج ویکون كما بلسي 2 


3 
Dis.‏ كك 2 ح بيط Cia‏ 6 هه له يرون وز 1 + bie‏ 61 = پر0 


بنفس الطريقة » اذا اعطيت مصفوفتين غير منتهيتين 4 › فر نعرف المصفوفة © بانها 
حاصل ضرب 48 حيث يكون العنصر “نت بقع قي تقاطع الصف ز والعمود ۸ 
كما مین أذ ناه 5 5 7= Cj‏ 


نكتب معاد لات جابمان كولموكروف بدلإلة مصفوفة الاحتمال الانتقالية ولكل 
الأزمنة0 < «: < س < ««كما بلي : 
P(mgmy = P(m#)P(um). )2.15(‏ 


وهكلا نرى اذا اعطينا متسلسلة ماركوف (3) فاننا نستطيع تعريف عائلة من 
المصفوفات ((ر)ص) تحقق العادلات و21 ,ور , 915. يمكن ان نبت 
العكس ايضا : اذا اعطيت عائلة من المصفوفات (م,.ر)ص) ثم تحقق المعادلات 
83 , 2.14 ,2.15 فاننا نستطيع تعريف متسلسلة لماركوف ,× حيث («ر)ط 
عبارة عن مصفوفة الاحتمال الانتقالي ذات العناصر (2,:)..:م التي تحقق المعاد لة.2.2 


تحديد الاحتمالات الانتقالية لتسلسلة ماركوف : 


نشئق من معاد لة جابمان كولموكروف علاقات تعاقبية مختلفة ( في حالة المعلم 
المنقطع ) ونشتق معاد لات تفاضلية ( في حالة المعلم المستمر) لد وال الاحتمال الانتقالية . 
نناقش في هذا البند حالة المعلم المتقطع . نناقش حالة المعلم المستمر في”الفصل السابع : 
نفرض أن [.) عبارة عن هتسلسلة ماركوف ذات مصفوفة الاحتمال الانتقالي 
(«,) هن المعادلة 2.15 نحصل على 


Pm) = P(m,n — 1( 2) — 1,0) 
= P(nn — 2)P(n — 2," — 102) — 1,8) 3 


©» #©» © © 9 © اه هو م .هع يه و و و ويه 


5 Pin, + P(r + 1m + 2( ٠٠. P(n—l,n). ° (2.16) 


UD 


نحتاج المعرفة )P),((‏ لجميع قيو 7 > 7 أن نتعرف عل سباق مصفوفات 
الاحتمال 6 ذات الخطوة - الواحدة 
P(0,1), P(1,2), ٠* .„, P(nn + 1), ° e‏ 
نعرف بعد ذلك 58 الاحتمال غير الشرطى (عندما (2,۰۰۰ ,1 ,0= ۸ ) 


7 
p=! : |, pm ماه ع‎ - )2.18( 


من السهولة تحقيق ان 
p(n) = P(0,n)p(0). (2.19)‏ 
على ضوء المعادلات ,2.3 ,2.16 ,2.19 نحصل عل ان - قانون احتمال متسلسلة 
ماركوف [.×) بتحدد بصورة كاملة حالما عرفنا مصفوفات الاحتمال الانتقاليسة 
- المعطاة في المعادلة 2.17 ومتجه الاحتمال غير الشرطي (0)م في السزمسن صفر . 
نفرض في حالة متسلسلة ماركوف المتجانسة («) ان 
P= {pr} (2.20)‏ , [()ررما ع P(N‏ 
تمثل مصفوفا الاحتمال الانتقالي ذات ال + - خطوة »> خطوة - واحدة على 
ترتيب نحصل هن المعاد لتين 2,16 , 2.19 على : 
P(n) =P", ` 221)‏ 
(2.22) .*0(2)م = p(n)‏ 1 
وعلى هذ! الاساس يتم تحديد قانون احتمال متسلسلة ماركوف المتجانسة حالما 
عرفنا مصفوفة الاحتمال الانتقالي ذات الخطوة الواحدة (دررس) = ۲ ومتجه الاحتمال 
غير الشرطي ((0),م) = (2)0 في الزمن صفر . 
يقال أن متسلسلة ماركرف () عبارة عن متسلسلة محدودة ذات رمن 
الحالات اذا كان عدد قيم المتغيرات العشوائية [,) الممكنة محدودة وتساوي عر . 
اذن ستكون الاحتمالات الانتقالية ٥٠١‏ لاتساوي صفراً. عندما بكون عدد قهيم 2 
ز ر« محد ودا فقط . وان مصفوفة الاحتمال الانتقالي م ستكون ذات ابعاد 32 × 26 
باستخد ام نظرية القيم الخاصة 5عuاد«دصمعتء‏ والمتجهات الخاصة 6«5ءء امه 
للمصفوفات المحدودة نستطيع تحليليا للحصول على الاحتمالات الانتقالية ذات ال 


مف 


خطوة لمتساسلة ماركوف المحد ودة . ( راجع کتاب 761162 سنة [1957] الفصل 


يصعب غلينا في حالة متسلسلات ماركوف ذات العدد المحدود من الحالات ان 
نحصل تحليليا على صيغة للاحتمالات الانتقالية ذات ال 0 خطوة وعلى هذا الاساس 
سنعتبر في بقية هذا الفصل مشكلة تحديد الطبيعة المقاربة بالتماثل ر ۸ تقسعرب الى 
دن ) للاحتمالات الانتقالية ذات ال ^ خطوة لمتساسلات ماركوف المتجانسة . 
مثال 2۸ 


متسلسلات ماركوف ذوات المرحلتين : 
aaa.‏ 


متسلسلات ماركوف ذ وات المرحلتين المتجأنسة بسيطة ومع ذلك مهمة يكون شكل 
مصفوقة الاحتمال الانتقالي لمتسلسلة ماركوف المتجانسة ذات المرحاتين ر بالحالتين 
صفراً : 1 ) كما يلي : 


ES 


: تععلى م2 مصفوفة الاحتمال الانتقالية ذات المرحلتين كما يلي : 


20,6 F 20,1210 Po, 10 o+ 51 3 


EEE 
FS TT وم + 1ر2‎ 1١ 


عندما يكون 1 >|1- ,ررم + .مم إفاننا نستطيع ان نثبت بالاستنتاج الرياضي 
أن مصفوفة الاحتمال الانتقالي ذات ال 7 خطوة كما بلي : 


ا ميم -1 1 - 
: او P(n‏ 
ممم —1 ويم - pu lI‏ ومع —2 9 


{Pe.o F وروم ~1[ ")1 = يروم‎ 5 e 
FD e Pu أ‎ )1 - p1) : )2.23( 


نحصل هن العادلة 2.23 على تعبيرين مبسطين متمائلين بالتقارب للاحتمالات 
الانتقالية ذات ال : خطوة : 


lim 20.0 (%) = lim (6).يم‎ = gt, (2.24) 
too 1200 7 Pr,1 

lim po.) = lim ررم‎ )0( = g2. 

P11‏ 00,0 س naa‏ هدم 


نن 


ان نظام الاتصالات الذي يرسل الرقم صفراً اوالرقم '1 افضل مثال لمتسلسلة ماركوف 
المتجانسة ذات الحالتين - يمركل رقم مرسل خلال عدة مراحل حيث في كل مرحلة 
يكون احتمال عد م تغير الرقم الداخل الى تلك المرحلة عند خروجه منها يساوي م 
نفرض أن ,بر يمثل الرقم الد اخل في المرحلة الاولى من النظام . وعند ما1 < 7 فرض 
ا ,× تمثل الرقم الخارج من المرحلة n‏ في نظام الاتصالات . ان التتابع . ° Kaya,‏ 
عبارة عن متسلسلة ماركوف المتجانسة ذات مصفوفة احتمال انتقالي ( افرضم - 1 = 4) 


ودم 4 - 


يمكن كتابة مصفو فة ,الاجتمال الانتقالي ذاتال × خطوة (2)2 المقابلة كما يلي : 


. |“( حمم) -1 “و م1 +:1| 
E> mg 5+1 2.26)‏ 


مثال لتوضيح استخدام المغادلة ,2.26 اذا علمنا ان ,2/8 = م كما بلي : 


P(X م 1 ع‎ j, 2.27) 


بعبارة اخرى . اذا كان الر قم الد اخل النظام 1[ فان احتمال خروجه بصورة صحيحة من 
النظام بعد مرحلتين يساوي 5/9 وان أحتمال خروجه بصورة صحيحة تبعد ثلاث مراحل 
يساوي 14/27 


نرغب ا ES‏ الرقم الخارج من النظام ان كان الرقم الد اخل الى 
لنظام 1 نترك للقارىء مبرهئة 1 


اتا / متف ' لد انددع لتك : 
)2 9 ٍ م x= UT a‏ وموك 


وفقا الى مصفوفة الاحتمال الانتقالي 2.25 حيث [1= ]۴= . »-8=1 


ror 


مثال 28 
الاحتمالات الانتقالية لمتسلسلة ماركوف فى حالة صف الانتظارالمتفرد : 


نفرض ان (,3) عبارة عن متسلسلة ماركوف المعرفة في المثال 18 . نحصل عل 
الاحتمالات الانتقالية ذات الخطوة الواحدة بسهولة عندما ‏ 2-0 


po, (n,n + 1) = P[Uay1 = k] = يه‎ (2.29) 
3 < 0 بينما عندما‎ 
Pj (yn fF 1) = PU =k j++ 1] = Cj. (2.30( 


حيث يرن عبارة عن احتمال وصول « زبون خلال زمن خدمة زبون ( راجع التمرين 
,220 (. 


ان الاحتمالات الانتقالية ذات الخطوة الواحدة مستقلة عن ۾ اأذن تكون متسلسلة 
ماركوف «*) متجانسة ذات مصفوفة الاحتمال الانتقالي البينة ادناه 


P=|0 a a ...|٠ (2.31) 


يبد و الحصول على صيغة ل ۲ بصورة واضحة فيه نوع من الصعوبة . 

ملاحظة حول المصطلحات المستخدمة لوصف صفوف الانتظار : 

ي ‏ ج ج جج سر الك 
يستخد م كثير من الكتاب مصطلحات مقدمة من قبل كاندل (1053) . لوصف 

انواع صفوف الانتظار . نفترض ان ازمنة الوصول بين زبون واخخر 1+۰۰۰ 7 

متغيرات عشوائية مستقلة موزعة بصورة متمائلة . بنفس الطريقة نفترض ان ازمنة الخد مة 

. متغيرات عشوائية مستقلة متمائلة التوزيع‎ 0 5 ٠ 


Yat 


نكتب بعد ذلك. الرمز الاتي ,۴۲/۴۰/۵ حيث ۴١‏ تمثل دالة توزيع زمن 
الفجوة بين وصولين و7 تمثل دالة توزيع زمن الخدمة وان © عبارة عن عدد القنوات 
الخد مية . 
الرموز الانية تمثل توزيعات زمن الوصول وزمن الخدمة : 
2 زمن الخدمة او الوصول المحد ود اوالثابت 
4 التوزيع الاسي لزمن الخدمة اوالوصول . 
+ توزيع (ارلانك عمه8:1 ( اوكاما) لزمن الخدمة او الوصول ( توزيع ارلانك من 
الد رجة ۲ له دالة كثافة احتمال 
Qge=1e™, f>O‏ ا =0 
<O);‏ 1 0= 
© توزيع أزمنة.الخدمة العام 
7 توزيع زمن الوصول العام 
ان المصطلح 3/6/1 يمثل صف انتظار ذا قناة خدمية واحدة والفجوة الزمنية 
بين وصولين متعاقبين موزعة توزيعا اسيالايوجد افتراض خاص حول زمن الخدمة يمثل 
المصطلح 07/31/1) هدف انتظار فيه قناة خدمية واحدة وان ازمنة الخدمة موزعة 
اسيا ولايوجد افتراض حول ازمنة الوصول يطلق على متسلسلة ماركوف المعرفة فى المثال 
bedded Markov 18‏ لنظام الانتظار [١/6/1‏ . ستعتبر في التمري 7 2 
متسلسلة ماركوف لنظام الانتظار 21/14/1 


مثال 26 
عمليات انفرع المتقطعة . 

تأمل وجود مجتمع یتکور نمن افراد بامكانهم انتاج افراد جد دمن نفس النوع ويطلق على 
الافراد الاصلبين بالجيل رقم صفريرمز لعد د الافراد اللاصليون بالرمز ,× وهويمثل حجم 
الجيل رقم صفر جميع الافراد الجدد الناتجين من الجيل رقم صفر يكونون مايسمى 
بالجيل الاول ونرمز لعدد افراد ذلك الجيل بالرمز: ‏ انفرض بصورة عامة ان .× تمثل 
حجم الجيل النوني ( جميع الافراد النائجة من الجيل (1 - ۾) ) 
نفترض أن عدد الافراد الناتجين من الافراد المختلفين عيارة عن متغيرات عشوائية 


oa 


مستقلة متمائلة التوزيع كالمتغير العشوائي 7 بد اله كيلة احجمال إم) عند ما ٠۰‏ ,1 ,0 = زر 
)2.32( ۶ = زرح ه]إم = 
بفترض في أي احتمال من الاحتمالات ۰ ( لا يساوي واحد ) وان 
po > 0 Po FP <1,‏ وان 1 


Kae = 3 2 (2.33( 


7 عبارة عن عد د الافرادالجدد للفرد في الجيل النوني . نتيجة لذا لك فان 

00 0 أ رب اذا علمت ملا مرف توزيع مجموع ,ل من المتغيرات. 
العشوائية المستقلة كل منها بتمائل التوزيع كالمتغير ب .بد لالة الدوال الموئدة للاحتمال 
نتب الصيغة السابقة كما بلي : 
عندما 0 < 7 
Pi 3 (2.34)‏ 5 ح أ ررم 2 
اذن دالة الاحتمال الانتقالي ذات الخطوة الواحدة +7 تساوي معامل ىر في 
مفكوك جهة المعادلة 2.34 اليمنى لقوى 2 . 1 

يهمنا الان بصورة خاصة ايجاد حجم الجيل النوني ,5 اذا علمنا ان 00-1 
( حجم الجيل رقم صفريساوي 1 ) .نكتب احتمال توزيع ,× غير المشروط كمايلي :. 


)2.35( وم = P(Xı = j]‏ = (1)زرم 
عندما ,1 = ۸ بينماعند ما 1 < م فان 


)2.36( 1 لارررم = j]‏ ع مقاط = p(n)‏ 
نفرض ان 3 
P,()= 2 p(n) 2# (2.37)‏ 


عبارة عن الد الة المولدة لاحتمال حجم الجيل النوني .نحصل على علاقة تعاقبية 
كما يلي 


P,(2) recursive relation 


P(e) = P(P.()) = ,)مط‎ (2.38) 
5 حيث نعرف‎ 
Piz) = (جارم‎ = 2 Bj 2. (2.39) 


۲۵۹ 


: لكي نبرهن المعادلة 9.38 نحصل من المعادلة 2.38 على‎ 
(ع) بوط‎ = B[e™+1] = 2 Ele "+ | X. = 1PIX. = j] 
= ù {PEJ} PIXa=j]= PAP. 


باستخد ام الحقيقة الاتية ((2)5)2 = (ء), ,۶ نبرهن بالاستنتاج الرياضي 
ان ((),5)" = Parle)‏ 
من المعادلة 2.38 نستطيع صياغة صيغة الاحتمال الانتقالي ذي ال « خطوة : 
٠ )2.40(‏ معامل ر في الصيغة ”[(2.)2] = (۸) درم 


الموصوف بعملية التفرع : 


0 1 
ان المشكلة المهمة النى ظهرت بخصوص انقراضن الالقاب العائلية هي مشكلة ايجاده | 
غاية احتمال الانقراض ٠»‏ إي اوجد 
)2.41( كك lim‏ = 7 


غاية الاحتمال (2002 لعدم وجود افراد من الجيل النوني .وجود الغابة يكون 
واضحاً لان (02,م تتابع غير تنازني محد ود 
po) > pon + 1( > 1. ٠ )2.42(‏ > 0 
هذه المشكلة لم تحل بصورة كاملة حتى 1930 ( راجع [1889] Galton‏ ) 
بالرغم من ظهورها في نهاية القرن الماضي ( راجع «عدمعدء]8 ((1930] ). 


نظرية : 2۸ 
النظرية الاساسية لعمليات التفرع : : 


ان الاحتمال 70 للانقراض الحتمى ( اذا علمت ان حجم المجتمع رقم صفر 
يساوي 1 ) عبارة عن اصغر عدد موجب م بحقق العلاقة الآتية : 
p= P(p), (2.43)‏ 
حيث ()5 عبارة عن إلد الةالمولدة لاحتمال عدد الافراد الناتجين من كل فرد . 


Yey 
ايف العمليات التصاد فية‎ 


: اضافة الى ذلك فان احتمال الانقراض الحتمي يساوي 1 اذا كان مترسط عدر 
الافراد كر النانجين من كل فرد ليس اكبر من 1 والعكس صحيح . 
(2.44) يككتب ذلك بالرموز 1 - ,ج والعكس صحيح 1 > مر 
ملاحظة : 
نوضح استخد ام النظرية باعطاء المثال الاتي من كتاب ((198) ما10 الذي 
وجد ان الدالة.المولدة للاحتمال لعدد الاولاد الذكور للرجل الاييض فى الولايات 
المتحدة الامريكية تساوي تقريا . ١‏ 


_ 0482-57 57 
(مم‎ - T0550 (6 


وهكذ! سنحصل على معاد لة من الدرجة الثانيةباستخدام المعاد له م = (م) ٥‏ 
0.559p( - )0.482 - 0.041). )2.46(‏ - 1)م = 0 

للمعاد له 2.46 جذ ران هما 1 = م 

)247( .0,86 = س س ر 


وهكذا فان احتمال انفراض الالقاب العائلية ( الذرية العائدة الى رجل واحد ) يساوي 
0.80 


البرهان : 

بما أن (2,)0 = po(#)‏ فان من المعادلة 6 ثبت ان (2,)0 
تحقق العلاقة التعاقبية . 
f 1) = P(po(n)). (2.48)‏ ناوج 


من المعاد لة 2.48 بتضح ان 0 تحقق 


Tyg = P(xo). (2.49)‏ 
عند ما 0 + ۸ . لكي نبرهن ان 0> اصغرعدد موجب بحقق المعاد لة :2.43 تبت 
اولا ان 
TSP (2.50)‏ 
لكل عد د موجب م يحقق المعاد لہ .2.43 يما انط > © > 0 فهذا يعنى (2)00 > (م)٣‏ 
من هذا يتبين لنا ان م > pı(1) = P(0) > P(p)‏ 
باستخد ام الاستنتاج الرياضي ولكل ,م نجد ان 2 < pon)‏ 
حيث نحصل منها على المعادلة 0 عند ما تقترب ٭ الى م . 
۲۵۸ : 


لكي نبرهن المعاد لة,2.44 نلاحظ ان () ,(5')1 = ىم مشتقة الدالة المولدة عند 


القطة إ ار ,رىم بحيث بكون 1 عبارة عن حل للمعادلة ,2.48 . 
(iii)‏ 0 < (ا)وج = (0)م .من الواضح هندسيا ( ويمكن برهنتها تحليليا باستخدام 
عققة كرون (5)2 عبارة عن دالة مقعرة ) تحقيق صحة احد الشكلين 1.ن او 2.نا . 
اما ان يوجد عد د م فى الفاصلة1> م >0 يحقق المعاد لة 3 او لايوجد . لايوجد مل 
هذا العدد 7 اذاكان اليل ,ل لمماس الد الة المولدة عند النقطة 1 > اقل اويساوي ١‏ 
والعكس صحيح منجانب اخر ( = ,«اذا لم يوجد جذر م للمعادلة ‏ (5)/ = م 
فى الفاصلة (>م >0 والعكس صحيح . وهوالمطلوب انباته هندسيا للمعادلة 541 . 
تجد الصيغة التحليلية لهذا البرهان فى كتاب (1957) «ملاه:1 ص 275 1010 
Bharueha‏ سنة (1900)ص یدای 20 . 


المكمالات : ٣چ‏ 
2۸4 تحقق العملية اللاماركوفية معادلة جابمان كولوكروف : 


ند رس الخصائص العامة لمتسلسلات ماركواف ( التي درست بصورة موسعة ) من 
خلال دراسة خصائص حلرل معاد لات جابمان كولوكروف . يجب ان ندرك وجود 
عمليات تصاد فية لاماركوفية احتمالاتها الانتقالية في المعاد لة 2.2 وتحقق ايضا معاد لات 
جابمان كولموكروف . المثال المبسط حول هذه العمليات مبين ادناه . للحصول على امثلة 


a4 


اضافية راجم [1959] -10اه7 . ليس صحيحا القول بان العملية التصاد فية عبارة 
عن عملية ماركوف اذا حققتاحتمالاتها الانتقالية معاد لات جابمان كولوكروف بينما 
تحقق المعاد لات الانتقالية لمتسلسلة ماركوف معاد لاات جابمان كولموكروف . 
دعنا نعرف تتايع × من التغيرات العشوائية كما يلي تأمل وجود اربعة اوعية 
مرقمة 1 الى 4 . كل منها يحتوي على اربع كرات نفرض سحب كرة واحدة من كل وعاء 
بالتسلسل . عندما 0-12 نفرض أن 4.00 عبارة عن حادثة كون الكرة 
المسحوبة من الوعاء : هي الكرة المرقمة 1 أو 4»ءنفرض أن 4# , عبارة عن 
حاد ثة كون الكرة المسحوبة من الوعاء * هي الكرة المرقمة 2 او4 ونفرض ان هرم 
عبارة عن حادثة كون الكرة المسحوبة من الوعاء : هي الكرة المرقمة 3 أو 4 .نفرض 
عند ما ٠٠١‏ ,2 ,1 = وان 13-85 , 1+« يساؤي صفراوواحد حسب 
حدوث 4.07 أوعدم حدوثها 
ثبت في حالة تساوي ‏ ,رط ,ب الى صفراو 1 ان 
for n > Fh,‏ 2 >1 حم اوط P(X, = k] = PIXn=‏ 
Xsn,ı = 1J =1 for m= 0,1,٠.‏ ,1 = يبرو | 1 = PiXan+s‏ 
وعلى هذا الاساس ؛ اثبت ان العملية × تحقق معاد لات جابمان کولوکروف 
لكنها لاتحقق متسلسلة ماركوف . 


العمارين : 
صف حالة الفضاء ومصفرفات. الاحتمال الانتقاني ذ ات الخطرة الواحد ة والخطوتين 
متسلسلة ماركوف المتجانسة .3 والموصوفة في التمارين 2.1 الى 2.10 


1 مججموعة اربعة اطفال يلعبون لعبة تنكون من رمي الكرة من واحد لاخر يكون 
احتمال رمي الكرة من احد هم الى الثلاثة الباقين متساوون . نفرض ان 30 تمثسل 
الطفل الذي يحصل على الكرة بعد .+ رمية فقط حيث 1 < م 

2 يتم أختيار رقم بصورة عشوائية هن الاعداد الصحيحة 1 الى 6 عندها1 < ۸ 

نختار ,3 بصورة عشوائية من الاعد اد الصحيحة م 2,٠٠١,‏ ,1. 

24 تأمل رميات مستقلة لزهر النرد .نفرض ان .× أكبر عدد بظهر في الرميات 

* الاولى . ش 

1۰ 


4 تأمل رميات مستقلة لقطعة نقود احتمال ظهور صورتها يساوي م افرض ان 

.٣ر‏ عبارة عن مجموع عد د الصور خلال الرميات + الاولى . 

5 وضعت كرتان سود اوان وكرتان بيضاوان في وعائين بحيث يكون في كل وعاء 
كرتان .يتم اخنياركرة واحدة بصورة عشوائية من كل وعاء .ثم بحم تبديل موقع 
الكرتين اللتين تم اختيار هما 
نفرض ان مز تمثل عدد الكرات البيض الموجودة”في الوعاء الول في بداية 
الامر. عندما 521 

نفرض ان .× تمثل عدد الكرات البيض في الوعاء الاول بعد حدوث ”^ 
2.6 تتحرك جزيئة حركة عشوائية حول دائرة فيها اربع نقاط باتجاه عقرب الساعة 
( وبرمز نهذه النقاط بالرمز 2,3 ,0,1 ) .احتمال تحرك الجزيئة الى النقطة الواقعة 
الى يمينها يساوي « واحتمال تحركها الى النقطة الواقعة شمالها ( الحركة بعكس اتجاه 
عقرب الساعة )يساوي م -1. 
نفرض ان 325 تمثل الموقع الابتدائي للجزيئة .افرضعندما 1 <« ان ١‏ 
تمثل موقع الجزيئة بعد ” خطوة . 
واف فأرة يضاء في شبكة من الممرات المعقدة المينة ادناه . 


تكون حركة الفأرة خلال المربعات الاربعة بصورة عشوائية E‏ 
وجود ۸ مخرج لخروج الفأرة فان الفأرة نختا ر کل مخرج باحمال _ . 


يغير الفأر موقعه في كل لحظة زمنية . حالة النظام عبارة عن عدد المربعات 
يشغلها الفأر . 
28 ماكنتان في مصنع تستخد م احد اهما فقط في أي وقت معلوم . عطب ماكنة في اي 


مها 


يوم كان باحتمال .يوجد مصلح واحد لتصليحالماكنة ويستغرق يومين 
لتصليحهما ولا بستطيع العمل مع ماكنتين في ان -- واحد .يتم عطب المأكنة 
في نهاية اليوم بحيث ببد أ التصليح في اليوم الثاني والماكنة الثانية ( ان كانت صالحة ) 
تستعمل في اليوم الثاني ) 

حالة النظام عبارة عن الزوج (.:) حيث + عدد المكائن الصالحة تلعمل في 
نهاية اليوم وان # تساوي واحداً اذا توقفتالماكة عن العمل وتساوي صفراً 
فيما عدا ذلك 


تلميح . فضاء الحالة عبارة :0( ,0 20 تأمل 
الرميات المتتابعة المعادة المستقلة لقطعة نقود تظهر صورتها باجتمال 7 


نفرض عندما 2 < ”ان رلا تساوي ‏ 0.1.2.4 حسب نتيجة المحاولتين 
(1-*) (صورة . صورة ) . ( صورة . كتابة ) . (كتابة . صورة ) اوركتابة 
. كتابة ) على الترتيب . 


9 انجز تتابعاً من المحاولات . حيث في كل محاولة تربي قطعني نقود متمائلتي 
الحدوث . نفرض ان ٠‏ تساوي عدد هرات الحصول على صورة عند ما تعاد 
المحاولة + مرة . 


1 المتسلسلة اللاماركوفية 


تأمل سلسلة من الرميات المعادة لقطعة نقود تظهر صورتها باحتمال « . نفرض 
عندها 2 < 2 ان ¥ تساوي صفراً . واحداً حسب نتيجة المحاولتين ,, 6-1 
فيما اذا كانتا صورة ام لا . اقبت ان (30) ليست متسلسلة ماركوف . ر نلاحظ 
ان هذه العملية التصاد فية يحصل عليها من متسلسلة ماركوف في التفرين 2.9 
وذ لك بجمع ثلاث حالات معا ) . هل تحقق ,× معاد لتجابمانكولوكروف + 


2 ارجد في التمرين .2.1 احتمال وصول الكرة بعد ثلاث رميات الى الطفل :م 
الذي كانت عنده الكرة في بادىء الامر (() الذي حصل عليها بعد الربة 
الاولى . 

3 اوجد في التمرين ,2.2 () احتمال 8 دول 03 الاحتمال الشرطي 4 Na=‏ 
اذا علمت ان 3 =× 

۹۲ 


4 اوجد في التمرين,.2.5 قيمة ,× المحتملة جدا عندما. n>2‏ 


5 اوجد حلا للغز الاتي باستخد ام خصائص متسلسلة ماركوف : اربعة اشخاص هم 
,8 ,ك4 0© ,رم يقولون الحقبقة مرة واحدة لكل ثلاث مرات ( وبصورة مستقلة ) . 
يؤكد لنا 4 ان 8 يفكر ان يقول ح بان( كذاب . ماهو احتمال ان( يقول 
الحقيقة ؟ ( راجع كتاب الاحتمالات الحديثة ص 133 للحصول على مناقشة 

لهذا اللغز والمراجع الخاصة بتطوره ) . 

6 نفترض ان حالة الجوفي بوم ماهو نفس حالة الجوفي اليوم السابق ( سواء كان الجو 
ممطرا ام غير فمطر ) باحتمال يساوي م . نفرض ان ,م عبارة عن احتمال کون 
e‏ . اوجد احتمال ۲١‏ لكون الجوممطرا في 
اليوم ۾ 
اوجد قيمة غاية ۲١‏ عندما تقترب م الى الالانهاية . 

7 نفترض وجود قطعتي نقودهما 8 , 4 يجب ان نرمي قطعة نقود » مرة باستخدام 
قطعة النقود المفضلة. . نحصل على ري عندما تظهر صورة قطعة النقود © تظهر 
صورة قطعة النقود ر باحتمال2/:وتظهر صورة قطعة النقود ع باحتمال 1/4 
لکنا لم نکن نعلم ايهما قطعة نقود 4 أو 8 قررنا رمي_قطعتي, النقود حسب 
انلام الاتي نختار في الرمية الأولى قطعة ر بصورة عشرائية . نستخدم في 

بقية الرميات اللاحقة قطعة النقود المستعملة فى الرمية السابقة أذاا ظهرت الصورة 
في تلك الرمية » من جانب آخر سنستخد م قطعة النقود الاخوى . ماهو احتمال 
رمي قطعة النقود 4,. في الرمية ”اذا كانت () =١‏ ”7 كمية كبيرة ؟ 
(نة) ماهو احتمال ظهور صورة قطعة النقود في الرمية * اذا كانت )0( ا 
(ب) #۸ كمية كبيرة ؟ ( تلميح . نفرض ان ,نز نساوي × أو صفراً حسب فوع 
قطعة النقود المستخد مة في المحاولة « فيما اذا كانت A‏ )0 


8 برهن صحة المعاد لة 2.23 
9 برهن صحة المعاد لة 2.28 


0 تكملة المثالين و ور . اثبت ان احتمال وصول م زبون خلال زمن خدمة 
زبون مايساوي ږې 


۳ 3 


ars), 251)‏ 0 دم 3 ع 


حیٹ (0)ى”'دالة توزيع ازمنة الخدمة . اوجد متوسط وتباين توزيع 00 

6 

1 مفتسلسلة ماركوف لصفب الانتظار 1 . صف انتظار ذو قناة خدمية 

مفردة وازمنة الفجوات المتتابعة بين وصول زبون واخر عبارة عن متغيرات عفوائية 

مستقلة متمائلة التوزيع وان ازمنة خد مة الزبائن المتعاقبين عبارة عن متغيرات عشوائية 
مستقلة متماثلة التوزيع بمتوسط /1 نرمز لنظام الانتظارهذ! بالرمز ارم 

( راجع المثال 28 ) نفرض عند ما1 < أن + تمثل عدد الاشخاص في صف 

الانتظار عند لحظة وصول الزبون ۸ . نفرض أن 8٠‏ تمثل عدد الزبائن القدمة 

لهم الخد مة خلال الفترة الزمئية المحصورة بين وصول الزبون ۸ والربون(1 + »). 

أن 0 = ,× وعند ما 1 < ۾ ملا ¬ ۳1 × = ہم اقیت ان {Xn}‏ متسلسلة 

ماركوف المتجانسة ذات فضاء الحالة )0,1,٠--(‏ ثم اثبت ان مصفوفة احتمالها 


الانتقالي كما يلي 
Bo bo 0 0 0 ..-‏ 
pa |B BM bo O0 0 °‏ , 
bo 0 31 (2.52)‏ عم ba‏ 
5 عل 50 سس 
B= ¥ bs (2.53)‏ )جز ê‏ 4 أ و 


ا+ سز 
2 برهن صيغة نظربة عمليات التفرع الاساسية الانية تحليليا . تفرض ان 
Pn‏ ثم 5 ح رمام 
nas)‏ 
عبارة عن الدالة المولدة للتوزيع الاحتمالي [.م) حيث 0 < 22 ان للمعادلة 
(06 دم جرم في الفاصلة 1 > م کم اذاكاتت 1ری ع ام 
R™=OÛ ١‏ 
والعكس صحيح 
23 اتبت ان احتمال الانقراض النهائي ”٠‏ لعملية التفرع يساوي »مر حيث م 
عبارة عن اصغرعدد موجبيحقق المعادلة 2.43 اذا علمت ان حجم المجتمع 
رقم صفر يساوي 1 < ۾ 
نلف 


١ 


4 نفتر ض إن الاحتمالات 2:۶١٠٠‏ المعرفة في المعاد لة 2.32 


عبارة عن متوالية هندسية : ...12حز ,ارم 


2 
حيث ,م1 >3 > 0 >r > 1a1‏ 0 بينما 
1-4 ب شف -1 درم ذه -1 عدوم 


چ1 1 
() اوجدالد الة المقابلة المولدة للاحتمال (2) و النوسط مم . 
6 ائبتانللمعادئة ‏ (م)م -م ‏ جذرين موجين فقط هما 1 


7 هنا لس ار 
(م-1) 


(1) اثبتان ! < 2 اذاكانت 1ك م والعكس صحيح . 


ˆ 225 تقد ير مصفوفة الاحتمال الانتقالي .شاهدنا 50 انتقاله لمتسلسلة ماركوف ذات 
الحالتين .الحالات المتتابعة التي اشغلتها المتسلسلة كانت كما بلي : 


0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 ]1 
0 1 0 1 0 1 1 1 1 û 
10 0 1 0 1 1 0 0 1 
0 1 1 0 1 0 0 0 1 60 
110 0 1 1 0 1.1 0 


استخرج تقد يريا مصفوفة الاحتمال الاننقالي ذات الخطرة الواحدة بافتراض 
أن المتسلسلة متجانسة . 


6-3 تحليل متسلسلات ماركوف الى فئات تبادلية : 


نقتصر دراستنا فيما تبقى من هذا الفصل على التطور الزمني لمتسلسلة ماركوف 
المنجانسة (.1) ذات المعالم المتقطعة .من المناسب ان نبد أبتبويب؛ حالات المتسلسلة 
حسب امكانية الوصول هن حالة معلومة الى حالة اخرى معلومة . 
يقال أن الحالة :م يمكن الوصول البها من الحالة ار اذا كانت .0 < (ل )ررم 
عند ما يكون العدد صحيحاً 1 ج 3 يقال ان الحالتين 7 € م معاد تان علدم ممم 
اذا امكن الوصول الى تر من ۸ وامكن الوصول الى نر من .اذا امكن الوصول الى 
من ب فاننا نرمز لذلك بالرمز م ب راذا تبادلت ) ز فرمز لذلك بالرمر مهار 


۴ 


نظرية مج 


اذا كانت زج , طحن فانم مي 


البرهان: 
اختر 34 + ¥ بحيث 0 < (4ق)روم ,0 > (لقامر رم باستخد ام معاد لة جابمان 
كولموكروف نحصل على : 0 
Ds«(N) > 0.‏ (لق)رروم > (لقاعوم (لقاريم  3١‏ ح ١لا‏ لك 14) بوسر 

. جميع حالات 

وهوالمطلوب اثباته . 

باستخد ام النظربة .34 نحصل على النتيجة الاتية : 

يكون التبادل متناظراً وانتقالياً بمعنى انه لكل من الحالات ز4 ,۾ 
)3.1( جه k‏ تعني جه 
)32( # جه 1 وجوج تعني jk‏ 


تعرف الفئة التباد لية (0)3 اذااعطيت حالة 3 لمتسلسلةماركوف » بانها مجموعة 
جميع حالات ٭ العائد ة للمتسلسلة والتي تتباد ل مع ز نعبرعن ذلك بالرمزكما بلي : 
@8) رجه اذا کانت()0» ا والعكس صحيح . . 
في بعض الاحيان نجد ان (0)3 خالية ( يعني 7 تتادل مع لاشيء ٬حتی‏ ولو 
مع نفسها ) .في هذة الحاله نطلق على ز بانها حالة غير عائدة 70-^ 


اذا كانت (0)0 غيرخالية . فان و تمي الى () لكي نرى ذلك 
لاحظ انه باستخد ام النظربة 38 سنجد حالة ۴ بحيث جز , ز ہم اذا كانت 
++ والعكس صحيح .الحالة المتباد لة مع نفسها تسمى بالحالة العائدة ريي 

يقال ان الفية غير الخالية 0 من الحالات النتمية الى متساسلة ماركوف بانها فئة 
تبادلية اذا كانت 6 نساوي (0)3 لحالة ماني . 


۹٦ 


نظلربة 30 
اذا كانت,م 0 و0 فتتين تياث ليتين فان وناع رن أو 00-9 
(اي ان ,رم , ,0 غير مشتركتين ) . 


الرهان : 


نفترض وجود ۸ حالة مشتركة بين ر٥‏ ,م.نفرض ان زر «عبارة عن حالات 
بحيث (()0 > ,0 (0)8 - و0 .لكي نبرهن أن ,نم ب ,0 نحتاج أن نبرهن 
اذ (مممن )0 وبنفس الطريقة نحصل على (00 0 ()0 
نفرض أن (0)0» ٩‏ 

بما ان زو , أزج>#نحصل على زج و.لكن بهم .اذن مهو 
وان و تنتمي الى (0)4 واي يجب ان تبرهن .من الممكن رسم مخطط يبرهمن 
النظربة 30 بمجرد النظراليه ر راجع الشكل (0.3 ) . 


Ca 
30 الشكل 6.3 البرهان التخطيطي للنظرية‎ 
35 نظلربة‎ 
: تحليل متسلسلة ماركوف الى فئات غير مشتركة‎ 


يمكن كتابة المجموعة 5, لحالات متسلسلة ماركوف على شكل اتحاد عائلة 
منتهية اولامنتهية محدودة (,0) من مجاميع الحالات غير المشتركة . 
for j,‏ 28ر06 S=CiUCIU...UC,U... and‏ 


ونه 


حي ث كل مجموعة ,0 تكون امافئة من الحالات التباد لية اوتحتوي على حالة واحدة 
غير عائدة فقط . 
البرهان 
أخر حالة رة وافرض ان ,0 يساوي (ز)ن او إز) حسب كون ,ز حالةعائدة او 
غيرعائدة . اختربعد ذلك حالة ,3 لاننعمي الى ,0 وافرض ان 02 تساوي زز)0 
او ا7ا حسبكون ,ل حالة عائدة اوغيرعائدة . من النظرية 30 نحصل على ان ,0 6 
غير مشتركتين . نستمر بهذ ه الصيغة. ونحصل على التحليل الموصوف سابقا . 
يقال أن المجموعة غير الخالية 6 من الحالات مغلقة 5608م عند عد م وجود حالة 
خارج المجموعة يمكن الوصول اليها في اية حالة د اخل المجموعة . نعبرعن ذلك بالرموز 
وكما يلي : 
تكون € مغلقة اذاكانت كل ن تنتمي الى 60 وکل :م لاتنتمي الى0 , 0 = (0), ,م 
2,٠٠‏ ,1 8 لاحظ انه حالما تد خل متسلسلة ماركوف فثة مغلقة فانها ستبقى ف 
تلك ولفعة 


مثال :3۸ 


تعتبر متسلسلات ماركوف الأربع . كلاً منها بفضاء حالة ‏ (1,2,3,4) = 8 
ومصفوفات احتمال انتقالي على الترتيب 


00 10 0 0 0 0 10 E 
0 0 _j1o00o _|j1000 0 
P=} o4 =3 tool’ 7¥ دوو‎ 2 14 
44 $ $} š0 4 4 40 ++} ¢ 
نعتبر تحليل فضاء الحالة ي الى مجاميع غير مشتركة لها الخصائص المذكورة في‎ 


النظرية 35 


تنقسم 5 وفقا الى ر۶ الى فئة تباد لية مغلقة واحدة (11 وفئتين تباد لبتين غير 
مغلقتين 3,40 ,3( ١‏ 


تنقسم ۽ وفقا الى رم الى فثة تباد لية واحدة (1) وثلاثة مجاميع غبرعائدة إن . 
4{ ,}3{ 


۸ 


تنقسم ۽ وفقا الى رص الى فتة تباد لية مغلقة واحدة (11,2,3 ومجموعة غير 
عائدة 14 . 

تلقسم ۽ وفقا الى ر الى فئة تباد لية مفردة . 

نكون الفئة التباد ية المغلقة 0 لحالاتمتسلسلة ماركوف الني يمكن دراستها بصورة 
مستقلة . اذا كتبنا مصفوفة الاحتمال الانتقالي 2 لمتسلسلة ماركوف بحيث تكتب اولا 
الحالات المنتمية الى © فانم تكتب كما بلي : 


$ “م 


حبث + تمثل مد حل مصفوفة من الممكن ان لايساوي صفراً وان 7 مصفوفة جزيئة 
ل 2 تكون لمد اخلها د لائل من الحالات الموجودة في 0 نستطيع كتابة مصفوفة الاحتمال 
الانتقالي ذا ات ال ٭ خطوة كما يل : 


P(n)= ف‎ 


بما انه يمكن فصل الفثة التباد لية المغلقة © من متسلسلة ماركوف ( وذ لك بحذف 
جميع صفواك واعمدة مصفوفة الاحتمال الانتقالي المقابل للحالات الموجودة خارج 
الفئة المغلقة 0 ) ومعالجتها كمتسلسلة لاركوف فان لد راسة الخواص ر المقارنة بالعمائل ) 
لتسلسلة ماركوف نحتاج ان ند رس الخواص ر المقاربة بالتمائل) لمتسلسلة ماركوف حيث 
توجد فئة تباد لية مغلقة واحدة فقط وان جميع الفتات التباد لية الاخرى عبارة عن فئات 
غير مغلقة . : 0 


المكملات : 
4ة معيار لامكانية الوصول : 


ابت ان الوصول الى ير يكون من 1 اذا كان للعدد الصحيح ١‏ وللحالات 
تبرغ ° a)‏ 1 والعكس صحيح 0> Pi,‏ وأ و2 Pi Pini‏ 


و معيار للحالة غير العائدة : 
ثبت ان ز حالة غير عائدة اذا كان 0= 0©#رررم والعكس صحيح لكل عدد 


صحيح , . 
4 


: معيار حالة الأبادة‎ ٥ 


يطلق على حالة ت عندما يكون 1 > ررم بحالة الابادة . 
البت ان ر عبارة عن حالة ابادة اذا كانت () فة تبادلية مغلقة والعكس صحيح . 

بحلل التمرين ).3 عند ما10 2,٠٠٠,‏ ,1 = ا فضاء حالة متسلسلة ماركوف المعرفة 
في التمرين :ز.2 الى مجاميع غير مشتركة لها الخواص المذكورة في النظرية ررو. 

حلل في التمارين 3.11 الى 3.13 فضاء حالة متسلسلة ماركوف المعرفة بمصفوفة 
الاحتمال الانتقالي المبينة ادناه الى مجاميع غير مشتركة لها الخواص الم كورة في النظرية 315 


0 + 3 
3.11 P= 0 $| 
+ # 0 
0 0 0 1 
0 0 0 1 
P= ٠ 
ع‎ ١ ,5 0 1 
0 0 1 0 
6 0 4 0 0 
2 6 2 0 0 
3.13 P=|I.2 0 .8 0 0/١ 
0 0 0 .6 4 
0 0 0 .4 6 


6.1 ازمنة التواجد وازمنة العبور الاول 

نصيض حالات متساسلة ماركرف الى مجموعتين وذ لك لاجل دراسة الته'رالرمى 
للمتسلسلة : الحالات التي يمر بها النظام بصورة غير منتهية على الاغلب والحالات التي 
يمر بها النظام بصورة منتهية على الاغلب . 

لايمكن للمتسلسلة على المد ى الطويل أن تكون في أي من الحالات الاخيرة ولذ لك 
منتاج أن ند رس التطور الزمني للمتسلسلة عند ما تتحرك بين الحالات التي تمر بها بصورة 
غير منتهية عل الاغلب . نطور في هذا البند معباراً لتصنيف حالات متساسلة ماركوف الى 
هاتين ال مجموغتين نقوم بتقد يم مفهوم ازمنة تواجد العحالة هذا الغرض 
¥٠‏ 


تأمل متسلسلة ماركوف 1,۰۰۰ ,0 =۸ ,ہ) نعرف (ہ)۔ ۷ بانها عدد مرات 
المرور في الحالة خ خلال الانتقالات « الاولى لأية حالة م ولكل 2,٠٠‏ ,1 =« بصورة 
ادق معن تساوي عدد N)‏ الاعداد الصحيحة 2 ,التي نتحقق 0 كدان 
م = ,جز نطلق عليها بزمن التواجد «منلوم/000 للحالة ‏ خلال الانتقالات الارلى « . 
يطلق على المتغير العشوائى 
)4.1( ۰ ()علاغا = Ne(00)‏ 
بانه زمن التواجد الكلي للحالة م . 
من المناسب تمثيل ازمنة التواجد على شكل مجموع من المتغيرات العشوائية . 
نعرف لكل حالة م ولكل ... ,2 ,1 = #مايلي : 
Zn) =1 if 7‏ 
if XK, ph.‏ 0= 
بعبارة اخرى («)2 تساوي 1 أوصفراً حسب وجود التسلسلة في الزمن ير في 
الحالة ۾ . بامكاننا أن نكتب مايلي : 


(4.2) 


N.) = 3 2.e), (4.8) 
1:)0( = ذه‎ (mn). (4.4) 

نعرف بعد ذلك الاحتمالات الاتية . لكل من حالتي ز ي 
P[No(0) > 0| Xo= j], (4.5)‏ = وول 
j4 = P(N, (e) = o | Ko = 7]. (4.6)‏ 


بعبارة اخرى 04 عبارة عن الاحتمال الشرطي لكل مرورفي الحالة ع اذا 
علمت ان المتسلسلة الماركوفية في البداية كانت عند الحالة بينما 7*4 عبارة 

عن الاحتمال الغرطي للمرورغيرالمنتهي في الحالة © اذا علمت ات المتسلسلة الماركوفية 
كانت في البداية عند الحالة ز . 


من الممكن ان تكون الاحتمالات في ا 45 غير معرفة لان 
X=, (4.7)‏ |0 > 9 1 
P[Nx.(oo) — Ny(m) = oo | Xn = j], (4.8)‏ دورو 


لجميع قم رو . ان الكميات في المعاد لتين بجي . 8 مستقلة عن قيم التي 
1 ۷۱ 


تكون هذه الكميات معرفة عند ها في حالة متسلسلات ماركوف ذات الاحتمالات 
ويجب تفسيرها على شكل العاد لتين 4.7 4.8 

نرمزللاحتمال الشرطي للعبور الاول من ر الى 6 الذي يخدث في « خطوة 
فقط بالرمر (”)ء.:/ بصورة ادق 
P(Va{n) | Xo = j], (4.9)‏ = (م)مور 
حيث نعرف لكل حالة ۲ ولكل عدد صحيح .. . ,2 ,1 = مالي 
Fen) = (X= k, Xn k for 4-1 2,...,58-1[. (4.10)‏ 
بعبارة اخرى (7.4)2 عبارة عن حادئة ان الزمن الأول هن بين الازمنة ...,2 ,1 

الذي يتم المرور عنده بالحالة ¿ هو الرمن م 

نطلق على (0):/ باحتمال العبورالاول من حالة ن الى حالة ب في الزمن ‏ ينما 
نطلق على ١رر‏ باحتمال العبور الاول من ز ال 


مثال 4۸ 


متسلسلة ماركوف ذات الحالتين : 


افا 


في متسلسلة من متسلسلات ماركوف ذات الحالتين صفر » 1 نکتب احتمالات 
العبورالاول (م )يزار كما بلي : 


fo,(1) = Poo, 

o.07) = و‎ Pl P10 ê z2, 
ج ار‎ {Pol P0.1 2 م‎ 1, 
)م‎ > {or نا‎ * 21, 
f) 5-5 221 

f1 (n) = 210 {Pol Po, 2 2. 


نظرية : 4۸ 

لاية حالتين ز + فان 

(4.11 کر 
البرهان : 


لكى نبرهن المعادلة 4.11 نعرف مايلي : 
O] (4.12)‏ > (مءل) = n > Ol‏ 
عدد صحيح م = ,| ب ربعا ان ۲١‏ عبارة عن اتحاد تتابع المجاميع غير المشتركة 
ره بنرا ,2 ,1 حار (Fafa),‏ فتحصل على 
PiVe(n) | ¥=] = f4). (4.13‏ بق a Sa‏ 


الصيغة الاساسية الاتية عبارة عن علاقة بين الاحتمالات الانتقالية (4)ء» ر2 


واحتمالات العبور الأول 

نظرية 411 

لاية حالتين ر ۽ ولكل دد صحيه(1 < #فان 

2, )( = 3 fs) py (r — n) (4.14) 
نعرف‎ 

a 0 )4.15( 

البرهان : 


: لكي نبرهن المعاد لة 4.14 نكتب ماني‎ 
P(X = | X9 = j] 
= 2 PKs =k, Ka= ky كد ولا‎ k for q =1, ...,m— 1 | ¥=] 
= رح‎ PIX.=k| Xa = BIP{Xa = k, 
اسم‎ 


kb for gq =1,...,m—1| Xo = j] (4.16)‏ قد وار 
fy) P(t — mm).‏ 2 


۷۳ 
م/۱۸ العملبات التصاد قية 


يستعمل الاسلوب المستخدم في المعادلة 4.16 في دراسة متسلسلات ماركوف 
ويسمى باسلوب المد خخل الأول ٠۸1٣۵۸0‏ عوجر زه 04اه نمف القاعدة العامة 


PAV. | Xo= j] = 2 P{AVL(m) | Xo= 1. (4.17) 


نفترض الان ان م عبارة عن مجموغة جزيئة ل,7 وان لكل. عاد صحيح 7 
توجد حاد ثة 4 تعد تفط على المغيرات العشوائية (: < 126,8 بحيث 


A Vı(n) = An V,(m). (4.18)‏ 
باستخد ام خاصية ماركوف نحصل على 

P[ApVa{n) | Xo = j] = P[An | Ve(), Xo = j] P[Vx(m) | X= j] 
= P{An | Xa= hk] )مور‎ (4.19) 
: نحصل من المعاد لتين 7 .. 4.19 على الصيغة الاساسة لاسلوب المد حل الاول‎ 
مام‎ | Xo= i] = ا‎ fam) .حم | سفاط‎ (20) 


عند ما نستخد م اسلوب المد حل الاول نحتاج الى تعريض الحاد نة .ك4 وانه من 
السهولة بمكان تقييم PlAn | Xn = F]‏ 
كتوضيح اخر لاسلوب المدخل الاول . نبرهن الصيغ المفيدة الاتية : 


نظرية 46 
لان حالتين مرء # فان 
(4.21) “لي1) غا = يريو 
jk Ike (4.22)‏ يرو 9 
البرهمان : 


لكي نبرهن العادلة 4.22 نستخدم المعادلة 4.20 عندما تكون [م = (ه)ر] = 4 
زه = (۸), N‏ - (م).N]‏ = رك فان 


fj) 9: (4.28)‏ رك = X= j]‏ | م = زمار انام 


لقف 


لان بيو = k]‏ = رركا | م = (60) 2 - ( مه ) 37 ]م نحص لم نالمعاد لتين 4.28 4.11 عسل 
المعاد له 4.22 ' 


لكي نبرهن المعادلة 4.21 نلاحظ انه باستخد ام اسلوب المدخل الاول .ولكل 


>1 عدد صحيح‎ 
PIN,(oo) > n Xo= 3 08 


Xa =k]. (424)‏ اح > (معية- (ماءاقاظ ham)‏ ا 
بما ان 
و[ Since P(N (oo) — N,(m) > n — 1 | Xa = k] = P[N,(o) > n — 1 | X=‏ 
فاننانحصل من العاد لتين 24 ٠‏ 4.11 عندمايكون1 < «على 
PWa(oe) > a | Xo =k] = PIN, (o) > n~ 1| X= Ef, (425)‏ 


نحصل من الماد لة 4.25 وبالاستنتاج الرياضي على 
PINs(o) > r | X= E] = (f), >L‏ 
وھکذا فان 
PIN. (o) > n | X= k]‏ غا = م P(Nz() = 0 | X=‏ 
a) (4.26)‏ فبا - 


e 


وهو المطلوب اثباته للمعادلة 421 ٠‏ 


تؤدي النظريتان ۰47 :41 دوراً اساسياً في خالة تبويب حالات المتسلسلة . 


نظرية (41 
قانون الصفر - واحك ٠‏ 
لكل حالة ايكون 1 ددعم او 0ح-ههم فضلا عن ذلك 


Ika = 1 (4.27)‏ اذا کانت ,1= 0 والعكس صحيح 
. )4.28( 0 =4 اذا كانت 1< fe,‏ والعكس ضحيح 


بعبارة اخرى . تنص النظربة حي اذا ابتد أت المتسلسلة الماركوفية في ,ع فانها تعود 


Ye 


الى ,ع باحتمال يساوي 1 وانها ستمر بالحالة 7 عدداً من المرات غير منتهية وباحتمال 
يساوي 1 .من جانب اخر نتوقع ان تعود الى اعد دا محد ودا من المرات ان وجد احتمال 


موجب لعد م عودتها . 
ان النظرية (41 عبارة عن نتيجة مباشرة للمعادلة 4.21 . من المعادلة 4.21 نحصل 
على 
1 > ړل تعني ,0= .8 
f =1‏ تعني 1 .9 


وهكذ ا فان1 ح بن 01 تعني 1= fek‏ لانه اذاكانت بعل لاتساوي [ فان ,×9 
سوف لاتساوي1 . 


مثال 48 
لايمكن ان تكون عملية التفرع كبيرة : 


نفرض ان .)عبارة عن حجم الجيل النوني لعملية التفرع المعتبرة في المنال 20 . 
اہتنا سابقا ان احتمال ا ,هت يعتمد على المتوسط لعدد ذرية فرد ما. اي ان 
2-0 عندما تقترب * الى رى. نبرهن الان بغض النظر عن قبمة ,م وبغض النظرعن 

الحجم الابتد امي للمجتمع ان الجن سينقرض وسيصبح كبيراً بصورة غير محد ودة. ٠‏ 
لكي نبرهن ماجاء اعلاه نبرهن مايلي : 
)4.29( ال hu <I for‏ 


من ذلك نحصل على 


„=0 for عم‎ 1,2... 


بعبارة اخرى لاتوجد قيمة موجية :! افتراضية تساوي مالانهاية لحجم المجتمع ,× . 
اي مجموعة محدودة من القيم الموجبة 34 1,٠٠٠,‏ يمكن ان تكون حجم المجتمع 
Xn‏ عد د جحد ود (ولو أنه عشوائي ) OR‏ . وهكد !ا فان E) e‏ تعني 


ان حجم المجتمع سيكون صفراً . او م. 


لكي نبرهن المعاد لة 4.20 نلاحظ اذا كانت لاتوجد ذرية ل : هن افراد المجتمع 
فان المجتمع سيتميز بحيث 1[ > (ہم) -1 > ہگ 
شف 


لان 
نظرية  :‏ 485 
لكل حالة :8 لمتساسلة ماركوف فان - 
he, < 1‏ اذا کانت Pua e‏ 2 والعكس صحيح 
)4.30( 


1= اذاكانت .م >( ريه ب والعكس صحيح 
نستخد م طريقة الدوال المولدة لبرهنة النظرية 417 نعرف الد وال المولدة 
2p )7(,‏ 2+ 8 = 1ر2 2 0م 


)431( )ر2 2 = ۳,2 
لجميع الاعداد الحقيقية 2 بحيثث 1 > |ء! 


ا 


نظرية "41 


لاي حالتين زر لمتساسلة ماركوف فان العلاقة بين الد التين المولد تين (ع), رطم 
(2)ء ب 7مبينة كما يلي عيدما 1 > |2| 


7 ,»)2(= (OP, E) if jk, )4.32( 

7,2(1 = ۴, ,)2( P,2(, (4.33) 
1 1 

PE) 5 (4.34)‏ ]1 ع (2 )۴ , 6[ = (چ) ,7 

الرهان : 


نضرب طرفي المعاد له 4.14 بالكمية ”2 ونجد حاصل الجمع . عنده ٠‏ ,2 ,1 = م 
نحصل على . 
fis(m)ps s(n — mM). (4.35)‏ 2 2 ع (0) ررم 2 2 


YY 


0 اد 200 
m)‏ وي fj, 3 N‏ "2 5 سے 
250500 2 1 س2 5-5 

والتي يمكن ان تكتب بدلالة الد وال الموئدة كما يلي : 
(4.36( )2ا F;,)2( P,‏ 5 ر 6 
وهو المطلوب انباته . 
تأتي اهمية الد وال المولدة من الخاصيتين الاتيتين : 
نظرية 46 . 
نظريات غاية الد وال المولدة ٠‏ 


نفرض أن (,م) عبارة عن تتابع غير سالب من الاعداد الحقيقية بدالة مولدة 


le] <1. (4.37‏ مه رق A=‏ 
لكي يوجد عدد محدود 8 بحيث 
(4.38( 8= < غم 


فانه من اللازم والضروري وجود غد د محدود 8 بحيث 
A(z) = 8. (4.38)‏ ضا 


امو 


( نعني بالغاية -:... هي الغاية التي تقربها ‏ عندما تكون قيم 2 اقل من 1 . من اجل 


ان يوجد عد د محد ود 7 بحيث 


)440( 5 3 غا 


فانه من اللازم والضروري وجود عدد محدود ,2 بحيث 
)4.41( مط = A(z)‏ (ه -1) غسا 


تقع حقيقة تكافؤ المعاد لتين موري » 4.41 خارج نطاق هذ! الكتاب لانها تتطلب تحليلاً 


رياضيا عتقدماً ( راجع هة [1949] نظرية 6 ص 155 للحصول على 
البرهان ) . 


ليف 


برهن تكافز المعادلتين ووي 2 ووي كمايلي : 


اذا امكن جمع التتابع يم بصورة مطلقة فانه باستخد ام نظرية التقارب المفضلة 
( راجع الملحق في نهاية هذا الفصلز ) نحصل على : 


implies im 46 = 8 (4.42)‏ قرح مه 3 
وبالعكس دعا نبرهن اذا كانت 0< به لجميع قيم ,” فان 
)443( وده ip 46-8 < e implies PD‏ 

لكي نبرهن المعاد لة 3 نلاحظ انه لاي عدد صحیح پر1 > 2 > 0 فان 
Ae). (4.44)‏ > 2 مه 2 


بايجاد قيمة المعادلة 4.44 عندما رب ۶ای ال 
S8 (4.45)‏ < کک lim‏ = 


سج 41ع 
نحصل من المعادلة ,4.45 على ان تتابع المجموعات التعاقبة 
N‏ 
|... ,1,2 = لابه وأ 
nem)‏ 
عبارة عن تتابع مطرد محدود . وهكذ! فان المموالية اللانهائية مه ب تتقارب 
فان قيمتها تساوي م وذلك من المعادلة 442 . 
نتطيع الان برهنة النظربة 45 .نحتاج الان ان نبرهن المعادلة 4.30 
من العادلات ,434 ,438 439 على 1> ير اذاكانت 


Zal) <1‏ والعكس صحيح .اذا كانت1 > () ,۴ غااذاکانت۔ 
٣ )2(‏ م > غا _والمکس e‏ 


اذا کانت a.‏ < 20 والعكس e‏ 


۷۹ 


نظرية غاية الاحتمالات الانتقالية : 


نتبجة لذ لك فان النظرية الاتية تؤدي دوراً مهماً - نعرف لكل حالة 8# كما يلي 
(١ (446)‏ رق = mg‏ 


نظرية :413 


نفرض ان ۾ عبارة عن حالة بحيث . » > ل = ب ران : 


عدت ع 
P, (î) = Mn (4.47)‏ 2 - 
وان لكل حالة ق ٠‏ 
1 و 1ع 
)4.48( 0 بورح Pm)‏ 2 م 


لكي تبرهن المعادلة 4.47 على ضوء تكافؤ المعادلتين 440 ,4.41 نحتاج 
ان نبرهن ما يلي : 


1 
: مات‎ 449 
lim )1 - ( 55 Mek ( } 


لكي نبرهن المعاد لة 449 على ضرء المعادلة 4.34 تحتاج ان نبرهن : 


lim 1 Fa _ r )4.50( 


جم -1 241 


تتحقق صحة المعادلة 4.50 بسهولة لان 


- سا" 
My (4.51)‏ = )( براه 2 2 (2) .۾ et 1 Qe‏ 


1 


بنفس الطريقة فان المعادلة 4.48 عبارة عن نتبجة مباشرة للمعاد لتين 450-482 
وتكافؤ المعاد لتين 4.40 4.41 
.المكملات : 

البت في المكملات 44 الى «4 صحة تحقيق العلاقات المعطاة لكل حالتين 
7. #المتسلسلة مار كوف . 

۸۹ 


44 5 7 2 كك jy‏ ك زمار رم SUP‏ 


ونتيجة لذ لاك فان a‏ اذا كانت 0 < ر والعكس صحیح (i) j +k‏ 
اذا كانت 0< رارز والعكس صحيح 
4B‏ )2 20 - ميرم S‏ 


=1 


می ان وجدت E‏ ان 


Ty‏ رع 7 Pj‏ غ 


تلميح : اثبت ان لكل 1 < N‏ فان 


2) - )7ر 8 ۶ يبر ر‎ {P, (7) — ry} — 2 Tg fy), 


mama 


| pj, (e) - EDIE ~r, | +2 5 برو‎ 


نفرض ان مه ب« اولا تم جه N‏ 


ان وجدت 
N 2 Ps, (= 2 exists, If 40‏ 7 
فان 
1 . 
N 2 Pj, (0) = fj Ty‏ 


4 اذا كانت 1> ررر فان لاية حالة 3 


3 P7) ( > ©, 6) 
ع‎ P;, „(7) = 0, (i) 
م‎ (n) بك فشك د‎ 4 iii 

kk (iD 
Î 1 03 


45 نعبرعن المتوسط الشرطي تزمن التواجد الكلي بد لالة الاحتمالات الانتقالية ).رم 
اثبت ١‏ 


ررم خلا -[زح مة | (م) ]8 
n]‏ 


اك 


6 اثبت اذا حقق التتابع (2,۰۰ ,1 =۸ e,‏ المعادلة 4.40 فانه بحقق 
4.41 


تلمیح : حقق أن 

Hint, Verify that (i) (1 - 2)A4(2) — Lz = (1 — 2# 7 (bı — L)n 2, 
da = (a + ٠. + an)/ n; حيث‎ 0 ١ 

N لاي‎ )( 
| )1 - 24) - Le| >41 =a LO. Dl + gup | م8‎ - Ll. 


6,5 الفئات والحالات المعاودة واللامعاودة : 

5 لكي فد رس السلوك المقارب لتسلسلات ماركرف فانه من الضروري القدرة عل 
تحديد الفئات التباد لية المغلقة وغير المغلقة . من اجل هذا نقوم بعرض مفهوم الفئة 
المجاورة . 

يقال ان حالة ۾ معاودة اذا كان 1 = بإ او بعبارة اخرى ج حالة معاودة اذا 
رجعت المتساسلة الماركوفنية نهائيا الى .ر باحتمال واحد علما ان المتسلسلة قد بد أت عند مم 
وبقال ان ,م غير معاودة اذا كانت 1 > عر ١‏ 


ملاحظة : 


بعض الكتاب ( وبصورة خاصة فيلر ٣6ا٥۴‏ ) يطلقون على الحالة المعاودة بالحالة 
إrsisten#p‏ وعل الحالة اللامعاودة بالحالة .762806 لقد استسخدمنا 
المصطلحات المستعملة من قبل Chung‏ سنة )1960( a Kendall‏ )1959(. 


يقال اذفئة الحالات 0 معاودة اذا كانت جميع الحالات الموجودة في 0 
معاودة . وبنفس الطريقة يقال للفئة © لامعلومة اذا كان تجميع حالاتها غير معاودة . 


TAY 


م 


00 

نظرية : 54 1 
لغرض ان © عبارة عن فتة تبادلة لحالات المتسلسلة الماركوفية تكون 0 اماتكون 
فئة معاودة اولامعاودة ' بصورة ادق › () اذا كانت اية حالة في ب معاودة فان جميع 
حالات © تكون معاودة . 
() اذا كانت اي حالة في 0 غير معاودة فان جميع حالات © تكون غير معاودة. 
اللرهات : 
ماعو ع ل ee‏ 
برهن ان لاية حالتين ز » جز فى متسلسلة مارکوف 
اذا کانت 1= ررم واذاكانت ۲< فان 
fia=1 (5.1)‏ 

بعبارة اخری » تنص المعاد لة 5.1 على ان الحالات العاودة تتبادل مع الحالات 

المعاودة فقط 


وهكذ | فان الحالات اللامعاودة تتبادل مع الحالات اللامعاودة فقط . 


لكي برهن المعادلة 5.1 نبرهن ما يلي .: 


اذا کانت م = ٥(‏ )ہر2 27 و اذاكانت < فن © =( )رە ب2 


باستخد ام معاد لة جابمان کولوکروف نحصل لاي اعداد صحيحة ,3 . 34 على : 


tnt BM) 2 Pa N) P,,,() Pg, 4M) < PAN) Pa. (*) P,,,),‏ قار رع 
)5.2( 
بحيث ` 


» + 


J ajj 14M) ا‎ 63) 


اختر الان ۰14 ۸ بحيث يكون 6 < (۷ )ررم 0 < (84)ريج فان عدم تقارب 
المتوالية اللانهائية في جهة المعادلة 5.5 اليمنى يعني عدم تقارب المتوالية اللانهائية 
الموجودة في الجهة اليسرى .وهو المطلوب اثباقه . 


YAT 


نظرية 1[ 5 


تكون الفبئة التباد لية المعاودة مغلقة . تحتوي الفئة التباد لية غير المعاودةالمغلقة على عد د 
غير محد ود من الحالات . 


نستطيع باستخد ام النظريتين 54 . 5B‏ من توسيع نظرية التحايل لتسلسلات 
مارکوف المعطاة في النظرية 3D‏ وكما يلي : 


نظرد بة التحليل : Decomposition theorem‏ 

يمكن كتابة المجموعة ي للحالات العائدة.لمتسلسلة ماركوف على شكل اتحاد 
من الفئات التباد لية غير المشتركة 

S= COCUCIU...UWUCrlUl... :‏ 
حيث ان كل فئة ,60 إما (ن) فة متعاد لة مغلقة (1) فئة غير معاود ة مغلقة (1[ة) أو 
فئة غير معاودة غير مغلقة . لاتوجد لمتسلسلة ماركون المحد ود فئات تباد لية غير معاودة مغلقة . 
تلخص في الجد ول .6.2 ما جاء اعلام 


جدول .6.2 تبويب الفتات النباد لية 


بما انه يمكن فصل فئة 0 النباد لية المغلقة من متسلسلة ماركوف ومعالجتها كمتسلسلة 
لماركرف بنفسها . يتبين ان لدراسة الخواص المقاربة لمتسلسلة ماركوف تحتاج ان ند رس 
الخواص المقاربة لمتسلسلة ماركوف عند ما توجد فة تباد لية مغلقة واحدة فقط ( والتي تكون 
معاودة اوغير معاودة ) وان جميع الفئات التباد لية الاخرى غبارة عن فئات غيرمعاودة 


البرهان للنظرية : 58 
نبرهن ان الفئة التباد لية المعاودة تكون مغلقة وذلك باثبات ما يلي : 
(5.4) اذاكانت 1= بر زب لفان 1 = fk‏ وهام 
بعبارة ثانية . ان الحالات الوحيدة التي يمكن الوصول اليها من الحالة الملغاودة 
هي الحالات التي تنبادل مع الحالة المعاودة . لكي نبرهن اللمعادلة 3.4 نتحقق من 
ان لاي حالة م ولكل عدد صحيح ۸ 


(r) is‏ ا د 


)5.5 8 1 ل 01 Pa.‏ ر 9 1 


يختفي المجموع الثاني في المعادلة 5.5 للحالة المعاودة م وهكذا فان لكل 
عدد صحيح « ولكل حالة ۽ 
a0) (=o, 66)‏ =0 


اذا امكن الوصول الى ز من ۲ فسيوجد عدد صحيح :د بحيث 0 < (10),:م 
افرض أن رع : ۷ = في المعاد لة .5 نحصل غل [ = gi»‏ اذن 1ح برل 
لانه من المعاد لة 4.22 نحصل على 


recurrent, (5.7‏ قط f; ¡f‏ = ;9 ۰ ا5ا کانت kK‏ معاودھ 

لكي نبرهن ان الفئة التباد لية المغلقة غير المعاودة تكون غير محد ودة نلاحظ اولا من 
المعادلة 4.22 إن لكل حالةة . ) 
58{ 0 = ۱8 کانت k‏ غير معاودة 


بعبارة اخخرى . اذا كانت حالة ب غير معاودة . فان عد د مرات المرور بالحالة ۾ 
سيكون عد دا حد ودا فقط وباحتمال يساوي 1 اذا ابتد أت في ابة حالة نر ونتيجة 
لذ لك . اذاكانت © فئة تباد لية غير معاود ة مغلقة فان 6 يجب ان تحتوي على عد د غير 
محد ود من الحالات لانه باحتماك 1 تبقى المتسلسلة عد دا محد ودا ق 
ابة مجموغة محد ودة من الحالات غير المعاودة . وهو المطلوب اثباته . 


المشكلة المهمة جد ايجاد معبار لكون الفئة التباد لية معاودة اوغير معاودة . نجد المعيار 
الاي مفيد أ جداً . 


1A8 


نظربة 50 

نفرض ان 0 عبارة عن فئة تباد لية مغلقة من الحالات وافرض ان ب عبارة عن 
محددة في ى . تكون 0 معاودة اذا كانت لكل حالة نر في 0 بحيث 
((5.9) 6 1ک والعكس صحيح 


ايرهات : 
اذا كانت م معاودة فان باستخدام المعادئة .5.4 تتحقق صحة المعادلة 8.9 . 
وبالعكس نستطيع التحقق مما يلي : 
(5.10) ررك روه ره ديرو A‏ 
21 
نحصل من العادلئين 5.9 .5.10 على 
P,j=1. (5.11)‏ + رو = ل 
وهو المطلوب اثباته 


الحالات الاساسية وغير الاساسية_: 

تكون الحالة 4 اساسية اذا تباد لت مع كل حالة يمكن الوصول اليها من (نکیب 
ذلك بالرموز زرب« يعني (ر بهم ) اما ماعدا ذلك فستكون غير اساسية . 
يمكننا الان اعادة صياغة المعاد لة 5.4 : تكون الحالة المعاودة اساسية . من هذا يتين 
ان الحالة غير الاساسية تكون غير معاودة . يجب ان نلاحظ ان الحالة الاساسية قد تكون 
معاودة . نعتبر' في المثال 68 متسلسلة ماركوف حيث تكو نكل حالة اساسية ( لان جميع 
ازواج الحالات نبادلية ) وان كل حالة تكون غير معاودة  .‏ وب 


۸ - هتبايئة لاحتمالات العبور الأول . اثبت ان لأية حالة 1,ز.) ٠‏ في متسلسلة 
مارکوف fik 2 Jii fj‏ 


زمن ما ومن ثم الى 4 في زمن لاحق . البت ان 
5 ي ا ول ک موا 2 كرا 


۸٦ 


58 برهن اذاكانت ,م , ۸ حالتين, نبادليتين معاودتين فان لاي حالة 2 تير 


fik = fie 
تلميح : استخدم المكملة .هة‎ 
: ع معيار للعودة‎ 


البت ان الفئة التباد لية م غير معاودة (معاودة) ان وجدت حالة بز في 7 حيثث 
Py, > o o).‏ 2 والعكس صحيح 


0 المشيات العشوائية المعاودة وغير المعاودة : 
تأمل المشية العشوائية ذات البعد الواحد بالاعد اد الصحيحة 2,٠٠1.‏ + ,1+ ,0) 
في كل مرحلة تتم الحركة الى اليمين باحتمال:7 والى الشمال باحتمال ماي 
ابت ان لکل عدد صحيح im‏ 
8 27# 
p” gq”.‏ ) = )70,02 
استخدم صيغة سترلتك 5اع« لاا لاثبات ان : 
ا ب 0 


7 Vg 
Pog 27) m~ Gp". 


طا 
ونتيجة لذلك فان ”” 


دم Pal) > 0 if‏ 2 
1= 
if p=}.‏ م = 
استخد م المكملة 70 لنعبت ان العودة الى اية حالة يكون اكبدة في حالة المنية 
العشوائية المتناظرة (4-م) ' وغير اكيدة في حالة المشية العشوائية غير الخناظرة . 


بج نفرض أن بر يمثل متغيراً عشوائياً قيمة الممكنة هي الاعداد الصحيحة 1,٠٠٠;‏ ± ,0 


ای أن ع 

ي ال لصم 58 ;41,۰ PZ=R] <0 for k=0,‏ ديم 

1 سوط 00 0 5 4 
افترض ان © > EZ]‏ نفرض ان 2,٠...‏ ,2 عبارة عن تتابع 


“من المتغيرات العشوائية المستقلة المتمائلة التوزيع كالمتغير 7 نفرض عندها ٠٠٠,‏ .2 ,1 =" 
ان .%2 ...لوم += يمثل المجموع النوني المتعاقب . ان التتابع 
(-220 ,8-1 ..) عارة عن متسلسلة ماركوف. () صف مصفوفة احتمالهاً 
الانتقالي . 
FAV‏ 


1 اثبت ان متسلسلة ماركوف 2 2.001 ,4)3:,,8-1 معاودة اذا كان 
مت والعكس صحيح . 
6-6 العبور الاول واحتمالات الابادة : 

توجد اربع حالات يجب معرفتها كما مبينة في الجد ول وذلك من اجل تحديد 
الاحتمال ,22 ( ان متسالسلة ماركوف الميتدئة عند ز.تستمو بالتأكيدفي ) . 


جدول .6.3 اساليب تحديد العبور الاول 


k 


معاودة 1 = ,ر اذا كان ++ زوالعكس صحيح 
j‏ 0ر ماعدا ذلك 
غير معاودة أتحقق نظاماً من المعادلات الخطية المعطاة 


في النظرية 


يتبين في هذا البدد كيفية تحديد احتمال العبورالاول #.ر حيث ل غير معاودة 
وان # معاودة . كحل لنظام خطي من المعادلات المحتوية على مثل احتمالات العبورالاول 


هذه . 


اذا اعطيت متسلسلة ماركوف فاننا سنفرض ان 5 تمثل مجموعة جميع الحالات وان 
7 تمثل مجموعة الحالات اللامعاودة . يأتي استخدام 7 ليمئل مجموعة الحالات 


اللامعاودة من الاصطلاح المستخدم من قبل الاحتمالين الذين يسمون ld‏ اللامعاودة 
بالانتقالية . 


TAA 


نظرية : 6۸ 3 

اذا كانت حالة معاودة فان مجموعة احتمالات العبور الاوك +2 + ني سا 
سنحقق نظام المعاد لات 
)6.1( 3637 مرو يل ل ره يف a=‏ 
حيث ) تمثل مجموعة جميع الحالات التي تتبادل مع م 
البرهان : 
ع تمثل مجموعة حالات متسلسلة ماركوف كماسبق . نحقق بسهولة مايلي : 
ع ولا | PNs(o) > OX: =1 PIX, =i‏ به حورا 
اذن 

a ورم‎ 

1 = ر اذاكان م ينتحي الى © وان 0 = ع.ر اذاكان + لاينتمي الى © ولا الى 7 
وهو المطلوب اثباته . 
ملاحظة : 
اذاكانت ,۲ ٠.‏ ‰ عبارة عن حالتين معاودتين تبادلتين فان لكل حالة ز 

ik = f ig 

يمكن برهنة هذه الملاحظة اما باستخدام المعادلة 6.1 اوباستخدام المكملة 54 

نتيجة لذلك يمكننا تعريف الاحتمال 7.8 ليساوي ع.ر لاية حالة ۾ تعود الى 


€ حيث عبارة عن احتمال ابادة ( انتهاء ) متسلسلة ماركوف المبتدثة في الحالة 
نهائياً في الصف المعاود 0 سنكتب بعد ذلك المعادلة 1 كما في الشكل الاتي : 
Pit 26 (6.1)‏ بغ +16 بم بل = fire‏ 


نكون النظرية 64 وسيلة مفيدة في ابجاد احتمالات العورالاول يجب ان 
ثبت ان لنظام العاد لات 0.1 حلا وحيد! . نعيد كتابة المعادلة 6.1 كمايلي 
اذا عرفنا ان DP , fis‏ عر 
1۸4 
م4١‏ العمليات التصادفية , 


Di 21.18: 12 jeT. (6.2)‏ درن 


لاحظ ان معادلة 6.2عبارة عن نظام معاد لات للمتغيرات (7» زز" غير 
متجانس وان ٥::‏ > . رة عبارة عن كميات تابتة معلومة . ان الشرط اللازموالضروري 
وجود حل محدود وحيد (1 © 1 لنظام المعاد لات 0.2 غيرالمتجانس هو 
ان لنظام المعاد لات المتجانسة 
)6.38( 1 > قي 11 ل حرو 00 


حلاً محد ودا يساوي صفراً فقط 
0- :2 لجميع قيم ار العائدة الى 7 . 


نفرض ان j;‏ - ررم ح Aji‏ لکي نبرهن العلاقة ادناه . لحي نفرض 
المشكلة بصورة سهلة افرض ان 7 تتكون من حالتين فقط إو ,ر - 7 
إذن سنكتب المعاد لة 6.3 كمايلي : 


a12 = 0‏ + 1 611 
Û0, (6.3)‏ = ونا ووه + و2 ريه 


بينما بمكن كتابة المعاد لة 6.2 كمايلي : 
a14 v2 = Db‏ ره aıı‏ 
bz. (6.2)‏ = 02 ووه عل رط روج 
افترض وجود حلين ( محد ودين ( (es) „° (ne)‏ اللمعادلة 0.2 
ان الحلم المحد ود ) (ثيه جاور ,اين -- ) عبارة عن حل للمعادلة '6.3 لاجل ان 
يكون الحلان ( المحداود ان ) ,6 ”* () للمعادلة. 1.2 متمائلين فان 
الحل ( المحدود ) للمعادلة 0.3 هوالحل الذي بساوي صفراً فقط وهكذا هو 
الشرط اللازم والضروري . - 55 
من الممكن اعطاء معنى احتمالي حول شرعية المعادلة . عرف مايلي عندما 
تنتمي 7 الى 7 . ١‏ 


٠. 


7 = PIX, belongs to T for all n] وه‎ = 7]. (6.4) 


۹۰ 


بعبارة اخرى :# عبارة عن احثمال بقاء متسلسلة ماركوف في مجموعة للحاللات 
غير المعاودة الى الابد . اذا ابتد أت المتسلسلة في الحالة اللامعاودة 7 . من السهولة 
اثبات ان 1١ز‏ .ن تحقق المعادلة 


di 1 € T, (0.5)‏ .22 2 = زل 
اذا كانت 4 عبارةعن حاد نة بحيث a‏ تھی الى 7 لجميع قيم ر ف ان 
ع ره | الإ PA Nom l= py‏ رز 


نشت بعد ذ للك ان 7ءء عبارة عن الحل الاعظم للمعادلة ( 6.5 ) 
1 محل ون ١‏ بالقيمة 1 نكتب ذلك |< | Pili e;‏ رن حرم 
uj =‏ 


لجميع قيم 2 العائدة الى ۳ وهذا يعني 
)6.6( ر„ ٠‏ ,0! الجميع قيم ز العائدة الى 4 


برهان المعادلة .66 : - 
نعرفا ‏ ]رکا "7 P(N, belongs to‏ = زمار علدما ...2 ,1ک تتهي زر 


٣ الى‎ 


فا کد رلا 
بالامكان تحقية )رر غا ر 


نبرهن الان المعاد لة 0.:: من خلال برهنة ان 
(6.7) (مارن > ۰٠‏ عندما 1١‏ حدما 


نبرهن معادلة /.نا بالاستنتاج الرياضي - ان 
زر م تنتمي الى PAN,‏ د y1)‏ 


| ر | =| مزه ات Po,‏ 2 


افترض بعد ذلك تحقيق صحة المعاد لة 7 لقيم » ان 
ps /,)0( > 2 Pi | 2 Pes |= fo |‏ بل = )1 + (n‏ 


وهوالمطلوب اثباته للمعاد لة 6.7 وللمعادلة 0.6 . نحصل من العاد لتين 0.5 . .نا 
على النظرية الاتية : 


۲۹۱ 


نظرية وم 


لكي يكون لنظام المعادلات المنجانسة 6.3 حل محد ود هوالحل الذي يساوي صفراً 
أ فانه من اللازم والضروري 


(68) 0-زن لجميع قيم أن العائدة الى 7 


ملاحظة : 


تتحقق صحة المعادلة ( 6.8 ) في حالة متسلسلةماركوف المحدودة لان المرور 
بالمجموعة المحد ودة من الحالات اللامعاودة يكون عبارة عن عدد محد ود من المرات . 
وهكذا فان احتمالات العبور الأول لتسلسلة ماركوف المحدودة find eT}‏ 
عبارة عن الحل المحدد الوحيد لنظام الماد لات ]ى , 


يقال ان حالة # عبارة عن حالة ابادة 
اذاكان 1 يريم بحيث تبقي المتسلسلة الى الابد عند مرورها بالحالة k‏ من الواضح 
لحالات الابادة ان تكون حالات معاودة عندما تكون ‏ حالة ابادة فان احتمال العبور 
الأول عور سيطلق عليه باحتمال الابادة في :۸ للمتساسلة البتدئة عند ز . نحصل 
على الضيغة الائية من النظرية وم . 


نظام للعاد لات احتمالات الابادة : 


اذاكانت $ عبارةعن فضاء حالة لمتسلسلة ماركوف و . عبارة عن حالة ابادة فان 
مجموعة احتمالات الابادة (8 > 217.3 تحقق نظام المعادللات 


)6.9( وله 6 7 07 Ps,‏ 2 رگ 
وفقا للشروط 
,1 کد رول كن 8 . 
)6.9( 0= اذا كانت 7 معاودة اكز 


4۲ 


مثال 
احتمالات الابادةفي المشيات العشوائية (مشكلة خسارة القاس : س 
١ 5‏ 

المشبة العشوائية عبارة عن متسلسلة ماركوف }°<1,۰ ,2-0 {Xa,‏ في 
فضاء حالة يتكون من الاعد اد الصحيحة ( مجموغة نقاط ذات «» بعد في فضاء 
يوكليدن ) بالخاصية الآتية : اذ كان النظام في حالة معلومة ۾ فان انتقال النظام في مرحلة 
واحدة اما ان يبقى عند ب اوينتقل الى احد الحالات المجاورة الى / ( بعبارة اخرى 
ينتقل النظام الى اقرب نقطة مجاورة ) . 


للمشبات العشوائية في حالة الفضاء (...,2 ,1 ,0) مصفرفة احتمال انتقالي 


# Po 0 0 0 
qd Fr ربج‎ 0 0 


ا 0 Ps‏ هوم ¢ 0ص 
)6.10( 1 و 0-0 
حيث k= 0, 1, ٠ ۰) Pk, Prr‏ عبارة من اعد اد حقيقية غير سالبة 
ري ,1 = نم for‏ بحيث 1 صر + ge +r‏ ,1 ح ون ل وم 


تطور مفهوم المشبة العشوائية من خلال اغتبار الموقع المتغير العشوائي ,× لجزيشة 
تنحرك على خط مستقيم بشكل معن في الزمن  «‏ بحيث تستقرالجزيئة في نفس مكانها 
اوتتحرك خطوة الى اليمين اوخخطوة الى اليسار . للمشبات العشوائية اهمبة معينة وخصوصا 
في تقريب العمليات الفيزيائية المتعلقة باننشار الجزيئات . نستفيد من المشبات العشوائية 
في تكوين نماذج تحليلية في المفاعلات النووية . يهمنا في دراسة مثل هذه الغاكل 
تتبع حركة جزيئة ( مثل النيترون ) تنجز مشنبة عشوائية داخل حاوية ذات جد ران مصنوعة 
من معدن بمتص النبترونات مغل الكاد ميوم . تتوقف المشبة العشوائية حال ملامسة النيترون 
لحد سطوح الحاوية . 

نستطيع تمثيل ثروة اللاعب الذي يقوم بسلسلة من المراهنات على شكل مشبة عشوائية 

تأمل وجود شخص ( يسمى بيتر) يلعب مع مقامر غني جد ( مثل مقامرة كازينو) 
نفترض احتمال ربح بيتر لوحدة يساوي بم اذا كانت ثروته تساوي جم وان احتمال 
خسارته سيكون ي وباحتمال ؛” عدم حدوث تغيير في ثووته . 

۲۹۳ 


الحالة الخاصة والمهمة فى هذا المجال هو حالة المستقلة المعادة عند ما يكون احتمال 


ربح بتر رس ات 
irf = J.2... (6.11)‏ 0 = ب« — 1 = qf,‏ رم = ورور 


نوضح الكميتين م و كمايلي : اذاكانت 4 < ” فن نتيجة اللعبة ستكون 
من صالح بيتر . تتعادل اللعبة اذا كانت 7-4 اما اذا كانت 4 > فان 
اللعبة ستكون بعكس صالح بيتر . اذا كانت المشبة العشوائية تمثل موقع الجزيئة فان 
ب > j‏ تمثل الانحراف الى اليمين لان الجزيئة ستعانى من صد مات من جهة اليسار 
اكثزمن جهة اليمين عندما 1/2 =4 =« فانه المشبة العشوائية متناظرة . 
توجدعدة_افتراضات حول ,+ «٠١‏ ستعتبر الإعتبارين الاتبين : 
(1) المشبة العشوائية وحاجز الابادة عند الصفر ( مشكلة خسارة المقامر) 


n=l, Pa =0; (6.12)‏ 
(1) المشبة العشوائية والحاجز العاكس عند الصفر 
Po > 0. (6.183)‏ ,0 > وم 


في الحالة () بلعب خصم بير للحصول على روة من بيتر وتتوقف اللعبة عنددما 
ننفذ ثروة بيتر . في الحالة (11) يسمح خصم بيترلبيتران يستمر باللعبة حتى عد 
بقاء ثروته . 
في الحالة (1) نقطة الصفر عبارة عن حالة ابادة . احتمال العبور الاول ر الابادة ) 
زار تمثل احتمال خسارة بيتراذا علمت ان ثروته الابتدائية كانت ز 
من المعادلة 0.9 فان (...,2 ,1 ,0 حدر ,و,/4 2 تحقق نظام المعاد لات 


3-12 و ل وروم به حورل 
٤ (6.14(‏ . = و 


نفترض عندما 1[ < ز ان 


pı > Û = ٣1 

0 = 

د 1-2-1. 5-6 
ماعدا ذلك ,0 


44 


نكتب العاد لة 6.14 كما يلي : 
e .16(‏ ,3 2 ,1 کل و ior P;‏ ر7 وموك ;4 كوول 
نستطيع حل نظام المعادلات 0.16 بالتعاقب . بما ان ري - رو - 1 درم 


سكتب المعاد لة 6.16 كما ياي : 


(6.17) 0 ,1 > ق ,لو رك حو كارو = fs)‏ و.مبو طابرم 
من المعادلة 6.17 نحصل على 
ag Ra (fa fr (6.18)‏ 


- لكل 1 ز<» 


هم SR‏ 
دعنا نعرف 1 = رم 0 ده ‘° Pm‏ ف 
(6.19 5 کر 
عندما ٠٠٠.‏ ,2 ,1 = ۸ فى حالة ..:,1 ,0 = # فان 
ara. 7 no Pa h.0 7 1). (6.20)‏ 
الان 
O (6.21)‏ 2 -1 1 


وهكذ اعند ما ء ۰۰ ,1 ,0 = فان 

(0.29)- ۰ 3 1(2 و اوو 
وهكذا نستطيع تحديد ,م الى ان نصل الى الكمية النابتة غيرالمحدودة ...در 

ند رس الان حالة اللعبة التي تتوقف عند وصول ثروة بيتركمية معلومة × تكتب ذ للك 
. بالرموز 
)6.23( ديرم ,1= : ,0= 
ان المشية العشوائية ستكون متسلسلة ماركوف المحد ود ة لفضاء الحالة ر 1٠-٠,‏ ,10 
بمصنوفةاحنمالانتقالي 

142 


1 0 0 0 0 0 

qı # 1م‎ 0 ٠٠٠ 0 0 0 
0 وي‎ f: P2 0 0 0 (624) 
0 0 0 0 °°° gk FEI 2-1 

0 0 0 O ..٠١ 60 0 1 


تحقق احتمالات الابادة (2 ,1,۰۰۰ ,0= زمر نظام المعاد لات 


Kk 
ور1‎ > Pca l2, K1 (6.25( 


hoz 
fro 0 


بامحانا ان ننبت صحة المعاد لة 6.22 عند ما 1 - & , ٠٠١‏ ,1 ,0 ح ‏ نستطيع ايجاد 
ه./ في حالة متساسلة ماركوف المحد ودة بد ون صعوبة من المعاد لة 6.22 عندما] - × ير 
ومن حقيقة 0= مي نحصل على 
K1‏ 


Pm.‏ 2 )1 0 =[ س 


اذن 
3 
وم 1- K-l‏ 
)6.26( .کے دم 2 >1 f05‏ 


من المعاد لتين مونم , 0.22 نحصل في حالة المشيات العشوائية ذات فضاء الححالة 
٠٠١, 0‏ را ,0 ومصفوفة الاحتمال الانتقالي 4 على ان احتمالات الايادة في 


حالة الصفر تحقق 
J-1‏ 
l2, r, Kk. (6.27)‏ ور 1—fo= FR‏ 
Om‏ 
سيم 


من الممكن الحصول على ررر فى حالة المشيات العشوائية بفضاء حالة( ٠٠١‏ ,2 ,1 ,0) 
ومصفوفة احتمال انتقالي 0 وذلك بايجاد غاية المعادلة 6.27 عندما تقترب 
الى من 


۲۹٦ 


Pn 
1- حر‎ 2 j=l, 2, ° (6.28( 
دم‎ 
atm) 
اذا کان‎ 
J om < © (6.29) 
حورل‎ for j=l,2, e. (6.30) 
اذا کان‎ 
3 Pm = oo. (6.31) 
mm) 


برهان المعادلة 0.28. الدقيق وفقاً للمعادلة 6.29 خارج نطاق هذا الكتاب . راجع 
hg )190(‏ من رن نبرهن في الخال 613 ان المعادلتين مرم 


6.3 
مټکافیان . 
لاجل معرفة اهمية هذه النتائج . سنعتبر بالتفصيل اللعبة المعادة بحيث تتحقق المعادلة 
[6.1 ان 
6.32 .4~ 
Pm 6 ( )‏ 


في حالة وجود ثروة كلبة لبيتر ولناقشة تساوي :8 فانه من المعادلة 0.27 يكون احتمال 
خبسارة بتر اذا علمنا ان ثروته الابتدائية كانت ز 
لان 


و 3( - ا 
(6.32) 4ص a ifl‏ جام سا 1 ا 


.= کے = 
E a. if p=‏ 
حبٹ ر ,۰.۰ ,2 ,| کل 
5 1 
7( -1 2 م 
q 6 p (6.33)‏ ر ب( 2ع = (/p)"‏ 2 
.م =4 = 


4v 


يجب ملاحظة ان المعادلة 6.34 يمكن الحصول عليها من المعادلات -1.28: الى 0.31 

بعبارة اخرى يمكن صياغة المعادلة 0.31 كما بلي . اذا كانت اللعبة منساوية او 
ليستمن صالح بيتروكان منافس بيترذا ثروة هائلة فان خسارة بيترستكون بالتأكيد , اما 
اذا كانت اللعبة من صالح بيتر فان منافسه سيخسر اللعبة حتى ولوكانت ثروثه هائلة . 

المقامر في الكازينو سيكون في الموقف الاتي . أن هذا المقامربلعب لعبة ليست من 
صالحه ضد منافس غني جداً يرغب باعادة اللعبة دائماً . بيدما للمقامر حرية ترله اللعبة. 
في أي وقت يشاء . اذا كان عند المقامر ثروة ابتدائية تساوي ز قطعة نقود وتكون المراهنة 
لقطعة نقود واحدة في كل مرة وان المراهنة يلعب الى ان يخسر جميع ثروته او زيادة ثروته 
بمقدار 2 1 قطعة نقود . ان احتمال خسارته مز هبينة في المعادلة 0.32 حيثٍ ص 
تمثل آحتمال ربح اباي ا ا 


نلاحظ اب ربح المتوقع من الستواتيجية الموصوفة اعلاه سالب حتى ولوكان احتمال 
زيادة ثروته الى :/ موجبؤقبل ان يخسرنتيجة اللعبة . ربحه المتوقع 42 تساوية - ا باحتمال 
.رم 1 وانها تساوي و باحتمال مر .وهكذا فان النسجة المتوقعة . 
)6.35( مل (K‏ اناك 
والتي ستكون سالة اذا کان و > م 


احتمال خسارة المقامر في مختاف الراقف المثالية مبينة في الجدول .0.4 
جدول .0.4 نهابة المقادر 


متوسط موسط الي 0 احتمال1 2 احتمال الربح في ٠‏ ا الثروة!1 


لاله 2 ا المطلوية بتدائية 
ml‏ بخسارة کل مرح ضر - 

9 10 30 0.1 0 9 

9 10 45 021 -11 11 
99 100 4 0.18? - 72 171.8 

00 100 50 0.1 0 900 
90 100 45 055 — 70.0 750.0 
50 100 40 0.983 — 83 4+1.3 


ننصح القاريء بمراجعة كتاب ‏ (1957) 11م ص 315ا 17و لعرفة 
تاثير المراهنات على احتمالات الخسارة . يمكن ان نثبت تناقص حتمز الخسارة بزيادة 
مدة الباراة . 
۹۸ 


متسلسسلات ماركوف المعاودة واللامعاودة التي لايمكن اختزالها : 


تعرف متسلسلة مارکوف بمتسلسلة لايمكن اختزالها ‏ 00م اذاكانت 
جميع ازواج حالات المتسلسلة تباد لبة بحيث تتكون الحسلسلة من فئة تباد لية واحدة 
فقط . نستطيع دراسة الفئة التباد لية المغلقة وكانها متسلسلة ماركوف غير المختزلة . تعرف 
المتسلسلة غير المختزلة بانها معاودة ( اولامعاودة ) اذا كانت كل حالة في المتسلسلة معاودة 
( اولامعاودة ) - 


نستخد م النظرية رې للحصول على معيار لمعاودة أو غير معاودة متسلسلة ماركوف 
غير المختزلة . 


نظرية 6٥‏ 
نكون متسلسلة ماركوف غير المختزلة ذات فضاء حالة ) غير معاودة اذا وجدت 
حالة ۸ تنتمي الي ) بحيث بکون لنظام المعاد لات 


ا سالات ELE‏ ¬ 
[ لجميع ل ١‏ 


حلاً محدوداً 7 لابساوي صفراً بالتمائل . 
البرهان : 
نفترض من اجل تسهيل عملية الكتابة ان حالات 0 هي 0/1,2,0-01) 
وان الحالة التي تم اختبارها هي الحالة 0 -/ من النظرية 50 تكون معاودة اذا 
كانت 1 دوق , .0 = والعكس صحيح . تأمل الان متسلسلة جدبده 
لماركوف ولتكن 0 بنفس فضاء حالة!..., ٠,0إوان‏ العلاقة بين مصفوفة الاحتمال الانتقالي 
ف 0 0 1 °°° 29,2 20,1 Poo‏ 
po | 2000 Pi Pos °° pr [Pie Pia Prue ol, (6.37)‏ 
Ps0 Pen 22.2 "| 22.0 Pan Ps2 > ١‏ 


جاع > # وو وار وم و م عام ع يي Û‏ 000000000000 أع د وم هو ع » عانق قه ققاقا 


بعبارة اخرى . يتم تحوبرمتسلسلة ماركوف الاصلية الى متسلسلة جد يدة يكون الصفر 
حالة ابادة وتكون بقية الحالاات 2,٠٠٠‏ ,1) غيرمعادة لاننا افترضنا عدم امكانية 


44 


افترضنا عد م امكانية اختزال المسلسلة الاصلية ‏ فضلاً عن ذلك مر تمثل احتمال 
الابادة في صفر الباد نة في بم ان ورم - 1 عبارة عن احتمال بقاء المتسلسلة م بصورة 
غير محد ودة بين الحالات اللامعاودة (---,11,2) البادئة في 7 من النظرية 68 


يكون الشرط اللازم والضروري لكون 0 < ..رر - 1 هووجود حل محدود للمعادلة 
6 وان هذا لحل لايساوي صفراً بالتمائل . من جانب ثان تكون المتسلسلة الاصلية: 


© غير معاودة اذا كانت 0 < ر -1 لبعض قيم 0 والعككس صخيح وهوالمطلوب 
اثبانه . 


مثال 68 

المشيات العشوائية المعاود ة واللامعاودة : 
e a 1000‏ 
تأمل المغية العشوائية العامة ذات فضاء الحالة )0,1,2,٠٠*[‏ ومصفوفة 
الاحتمال الانتقالي 6.10 التي تحقق المعاد لتين 6.13 ١‏ 0.15 بحيث لاتوجد حالة 
ابادة . ان المشية العشوائية ستكون عبارة عن متسلسلة غير مختزلة من النظربة ©6 تكون 
المشية العشوائية غير معاودة اذا كان لنظام المعاد لات 


Pit Vy jS 1, 2, ° (6.38)‏ ب ړن 


حل محدود لايساوي صفرا بالتمائل والعكس صحيح . نكتب المعادلة 6.38 على ضوء 
المعاد له 6.15 على الشكل الاتي : 
و p1‏ عل ون =F‏ رن 


j = 2, 3, °°° (6.39)‏ يديرت رع حل رورم ل رن روات 


نستخدم 6.39 لكتابة المعادلة الثانية على الشكل الاتي : 
)6.40( ۰ ,3 ,2 ع ر( رل ع ر0 )ري عد (ره ¬ يووة) رط 


ونتيجة لذ لك كما في المشية العشوائية 6.22 عندها ... ,2 = فان 
3 
e~ o(1+ > E ) . (6.41)‏ ح إن = bk‏ 


نحصل من المعادلة الاولى في 6.39 على 


)6.42( 21 1 > ون عدون 


Pan 


نكتب الحل العام 2,٠‏ ,1ع وها لنظام الماد لات 6.38 باستخد ام 
المعاد لنين ريرم » 6.42 وذلك بدلالة الكمية الثانية غير المحددة 21 
1 ددع : 
B= 1,2, °°°, (6.43)‏ روم vı DY‏ = س 
حيث مم تعرف بالعادلة 6.19 . يكون التتابع ‏ #4 محدوداً اذأ تحققست 
صحة المعادلة 6.29 والعكس صحيح . نتيجة لذ لك فان المعادلة 6.29 عبارة عن شرط 
لازم وضروري لكي نكون المشية العشوائية غيرمعاودة . وبنفس الطريقة فان المعادلة 6.31 
عبارة عن الشرط اللازم والضروري لكون المشية العشوائية العامة معاودة . 


اوجد في التمارين 6.1 الى 6.6 احتمالات الابادة عند الصفر لمتسلسلة ماركوف 
الذكورة في التمرين ذي العلاقة ( اوجد مزر ) 
1 تأمل المشية العشوائية عند النقاط 6 ,-..,0,1) وان 
=1],2۰,K—1 m=rg=1‏ 
p= gı = 0.5;‏ )0( 
;0,6 ع (i) pz = 0.4, ge‏ 
pg = 0.4, Fe = 02.‏ ,0.4 = وم (i)‏ 
2 افرض المشية العشوائية عند النقاط )0,1,٠٠٠[‏ حبث 
1عتيرة ral‏ , 2 “ع2 ,;, rr , GQ‏ 


لقيم الاخرى 2,4,7 كميات ثابئة موجبة حاصل جمعها يبساوي1 


3 تأمل المشية العشوائية عند النقاط 1,٠٠[‏ ,0 حيث1 -,: ,0 < مدوم 
م -1 ح 4ه عندما2 <« وان حيث1 > 8 > 0 
١‏ م کم )م ¬ 5)1 r=‏ ررم -3()1 -1) = : 
( تعود هذه المشية الى نظام المراهنات الاتي : اذا كانت ثروة بيتر وحدة » 
واحدة وفقد ها فانه باحتمال 6 سيستمر بالمراهنة ) . 
4لتكن ,× عبارة عن موقع الجزيئة بعد © خطوة حيث تكون حركة الجزيثة بين 
الاعداد الصحيحة (--140,1,2,0 حسب القواعد الاتية : تتحرك الجزيئة 
في كل خطوة وحند تين الى جهة اليمين اووحذة واحدة الى جهة اليسار باحتمالين 
م م - 1عل الترتيب اذا وصلت الجزيئة نقطة صفرفانها ستبقى في نلك النقطة . 
۳۰ 


5 تأمل العملية الفرعية المذكورة في المثال 20 نفرض أن .3 عبارة عن حجم الجيل 
النوني 

6 افرض وجود تتابع من الرميات المستقلة لقطعة نقود ET‏ باحتمال ۲ 
نعرف تتابع المتغيرات العشوائية ١, 22,٠٠١‏ كما بلي : 
عند ما 1 <۸ فان ۾ = .د أذا كانت نتبجة المحارلة(م -م) كتابة وان نيجة 
المحاولات(1 دج م),(2 + ۸ م ٠٠”‏ صورة . بعبارة اخرى ١‏ طول عدد 
النجاحات فى زمن المحاولة . بصورة خاصة ن = ,ا اذا كانت نتيجة المحاولة 

7 كابة . 
تلميح : ) عبارة عن متسلسلة ماركوف بمصفوفة احتمال النتقالي 


0 


7 تأمل متسلسلة ماركوف المعرفة مصفوفة احتمائها الانتقالي مر بدلالة التتابع 
(o. f,‏ كما يلى : عندما 2,۰۰۰ ١,‏ .0 دم فاك ىن = ممم 
ين --[ ع Pea)‏ برشن ان متسلسلة ماركوف غير معاودة اذا کان 
< | 
ع ومس صخ 


تلميح : استخدم الحقيقة التالية اذا كانت 1 > ع > 0 فان 
0= نم -1) II‏ 


اعم يدم 


اذاكان * > م؟ ل والعكس صحيح ولتي يمكن برهنتها باستخدام المتباينة 
Qk < 1 )1]- gı) > exp J 7‏ 93 
kem 7 Kae‏ 


kam 


- 

! 
مه مامص 
وح هم ١‏ 

- 2 

جح هاده 


7 متوسط الابادة : العبور الاول . وازمنة العودة : 


نفرض وجود متسلسلة لماركوف في فضاء حالة 5 ونفرض ان م تمثل مجموعة 
حالات غير معاودة في المتسلسلة . نحدد الان قانون الاحتمال المتغيرالعشوائي  ١‏ 
الذي يسمى الزمن قبل الابادة 10۸ا ine before absorp‏ والذي يمثل طول المدة 
الزمنية التي تقضيها المتسلسلة بين الحالات غبر المعاودة قبل ابادتها . نوضح ذلك بالرموز 


oF 


Nin). (7.1)‏ 2 - 
نرمز للزمن الى ان تحصل الابادة بالرمز /٠رويكون‏ كما بلي 


N=N+1. (7.2) 
m= EIN | X= j] =1 + BIN'| X= j] رك‎ (7.3( 
يانه مر الزن للابادة‎ 


0 ان بداية لتسلسلة كانت في الحالة 1 نعرف بصورة عامة عند ما 
7 


n; = EIN’ | عدو‎ j] 1 74) 


بانه عبارة عن العزم الرائي للزمن الى ان تحصل الابادة 
نعبرعن ر« بدلالة الاحتمالات الانتقالية : لجميع یم ار العائدة الى 1 


mj= 1 + 22 p.2) (7.5)‏ 
LIE‏ 2 = 
e?‏ 
نعرف .رم لکل حالتين : . ر عائدتین الى[ كما يلي : 
7.0( 0 )ررم بم ع j.i‏ 
3 7 2 
البرهان : 


نحصل من العادلتين 7.1 . 7.2 على 
قحم | )2( BIN;‏ بل + 1 حرم 


نستطيع ببساطة ان نحقق ان . 
EN (n) | Xo= j] = 2 000‏ 


من المناسب ان نحصل على متوسط ازمنة الابادة (7 » 7 ,ر17 كحل لنظام المعادلاات 
LI 1+ 2, pis Tk, je T1 (7.7)‏ 


PF 


نبرهن ان ر" تحقق 7.7 اما عن طريق استخدام المعادلة 75 
اوالبرهنة على الشكل الاتي : 
EIN | X1 = Kk]‏ وم و m= EIN | X= j]‏ 
RD + ps‏ عملا | J piflt BIN‏ = 
paa me. (7.8(‏ 2 14 = 


يكون متوسط الازمنة الى الابادة محدوداً في حالة متسلسلة ماركوف وان لتظام العادلات 
7 حلاً وحيداً . اما في حالة متسلسلة ماركوف ذات العدد غير المحدود من الحالات 
غير المعاودة فان متوسط الازمنة الى الامتصاص قد يكون محدودا . على کل حال ان نثبت 
اذا كانت الازمنة الى الامتصاص محدودة وباحتمال واحد ( أي بالتأكيد عدم وجود 
المتسلسلة بصورة نهائية في 7 فان متوسط ازمنة الابادة عبارة عن حل وحيد لنظام 
العادلات .7.7 


منال 74 
دة الزمنية للمشيات العشوائية : 


افترض وجود لاعبين هما ببتروخصمه في كل لعبة . بربح بيترباحتمال 2 نفترض 
ان ثروة بيت رالابتدائية تساوي ,3 وان الثروة الكلية لبيتروخصمه تساوي × نفرض إن ,× 
تمثل ثروة بتر بعد « لعبة .ان ! . ..,1 ,0 = « ,.] عبارة عن مشبة عشوائية ذات فضاء 
حالة × , ...,1)0,1 ومصفوفة الاحتمال الانتقالي .6.24 في متسلسلة ماركوف 
هذه » تكون حالات1-× ٠۰۰,‏ ,2 ,1 حالات غيرمعاودة,بينما تكون الحالتين صفراً . ۸ 
حاتي ابادة . ان المدة الزمنية ١‏ للابادة تمثل المدة الزمنية للمراهنة »آي 7 عدد مرات 
اعادة اللعبة الى ان بفقد احد اللاعبين ثروته كلها ( نفاذ ثروته ) . متوسط زمن الابادة 
[ز = ,× | 7] =« تمثل متوسطا للمدة الزمنية للمراهنة اذا علمت ان ثروة بيتر 
الابتدائية تساوي .ز متوسط ازمنة الابادة (1 - يت ٠.٠,‏ ,2 ,1 ح ت رر*) عبارة عن الحل 
الوحيد لنظام المعاد لات 


1 
)7.9( عا 1,٠00,161‏ 3ق peme,‏ يق 14 حرو 8 


۳4 


اذا عرفنا ,0 = ×= م فاننا باستخدام المعادلة 6.24 ملكتب 
المعاد له 7.9 کما يلي : 
7.10( 1 0 ,1 عق mys,‏ رع mj Fry mj}‏ رو IF‏ ح رزاع 
او نكتب المعاد لة 7.10 على شكل معاد لة الفرق حتى الدرجة الآولى 
M;— 1, i=1,2,**,K—1, (7.11)‏ ري = Mı‏ رم 


حيه 5 
)7.12( 2,0 ,1 حر 1ر10 - mj‏ حت و 4ل 


نحصل عند حل العاد لة 1 تعاقيبا على 
Ma‏ . لفق ¥ = My‏ 


204 22-1 Dim 
(18) 
11 13 i. TEE و‎ 
Pi 2071 2202-1 2 


نحصل على ضيغة [ ,72 من المعاد لتين 8 ¢ 7.18 نوضح ذلك في حالة 
المحاولات العادة . عند ما 8-1 2,0٠٠,‏ ,1 >7 فان 


= (9 ~1 +2+...+ )4 9| 


E e 


= 36-5 if p= gq. (7.14) 
فان‎ K= 1,2,٠٠۰۰, الان عیدما‎ 
اير‎ 
Ms ياو ح‎ — mg = بل‎ My 
- HM - م‎ - 1G) if و-م‎ 


= |+) (| “لعيس!‎ gg Ê وعدم‎ (7.15) 


اذن نحصل على × ,2,۰۰۰ ,1 >2 ,و في المعادلة 7.15 بدلالة الكمية 
الثابتة غير المحد دة 14 . نستخرج 3 عندعا 0 حدر وهكذا اذاكانت ,۾ = م 
فان 
دأو ديع - ولو 
my, = K Mı — 2) (35):‏ =0 


م/١؟‏ العمليات التصاد فية وم 


الىالابادة اذا بدات عند ,م وكما يلي ٠‏ 


if وحدم‎ 


p#g. (7.16(‏ الا حا 


اذا اقتربت چ الى م في المعادلة 7.16 نحصل على متوسط الزمن للابادة 
عند النقطة صفر في المشبة العشوائية عند النقاط ‏ :(0--0,1,0) 


= if qSp. (7.17) 


صياغة مصفوفي معاد لات متوسط زمن الامتصاص في حالة متسلسلات 
ماركوف المحد ودة : 

متسلسلة ماركوف المحد ودة بفضاء حالة 8 ولتكن 7 عبارة عن مجموعة حالاات 
غير معاودة . لتكن © عبارة عن المصفوفة 
ij, 8 eT} 7.18(‏ عنمأ = © 

الاحتمالات الانتقالية لحالات تنتمي الى 7 الى حالات اخرى تنتمي الى 1 لتكن دم 

عبارة عن عمود متجه له مركبات 7غ ز رر . نكتب نظام المعاد لات 7.7 على 
شكل مصفوفة 
Im=1+Q m, (7.19)‏ 

حيث 1 عبارة عن عمود متجه كل من مركباته تساوي 1 وان 1 عبارة عن وحده 
المصفوفة . يمكننا اعادة كتابة معادلة 7.19 كما يلي : 


([—Q) m=1. (7.20)‏ 
نفرض ار ۷ عبارة عن نظير الصفوفة 1-4 
)7.21( ,1¬ زح — N= (I‏ 


يمكتنا التحقق من وجود نظير للمصفوفة 1-4 في الحقيقة 
HQH. FQ H.-°. )7.22(‏ هس 1 د زج - 1) 


آم 


لكي نبرهن صحة المعاد لة 2 نبرهن ان المصفوفة المعرفة متوالية حد ودة التقارب 
ولها خاصية انها اذا ضربت بالمقدار 7-4 فحاصل الضرب يكون 1 

يمكن ان نكتب الان المتجه :77 متوسط ازمنة الامتصاص بدلالة ۷ . من المعادلة 
0 ذكتب 


00 )7.23( 


9 


اطلق ((1)1960اممة Kemeny and‏ على ¥ اسم المصة وفة الاساسية لتسلسلة 
مارکواف المبيدة وائبتنا وجود عد د من الكميات المهمة بالاضافة الى متوسط ازمنة الابادة 
يمكن التعبير عنها بد لالة بر ( راجع المكملة 74) . 


مقال 78 
تأمل المشية العشوائية عند الاعد اد الصحيحة 4 ,2,8 ,40,1 ذات مصفرفة 
الاحتمال الانتقالية 
0 0 0 0 1 
ن 0 م 0 qg‏ 
مم 0 و P=|0‏ 
مج 0 © 0 0 
1 0 0 0 0 
Then‏ 
0 مج 0 
ان Q= lg 0 plr‏ 
0 © 0 


م 
1 
جه مم 


0 
8 و - IQ = a,‏ 
1 و- 0 
اذا احتسبنا النظر  0(-:‏ 7) نحصل على 
م ام +g‏ 
ي 11م p +g‏ 1105م 
2 1 _ 4 1 -- 2 
هي “م ې + م 22-1 )0 24 N‏ 
مجهي _ 4 4 
کي ج م ې ې م ې + م 
بصورة خاصة اذا كانت ,2/3 = م فان 


دلي Ue‏ حلت 
ole‏ 
38 
1 
مأك e‏ 


ay 


ازمنة العودة والعبور الاول : 


تأمل منسلسلة ماركوف المعاودة التي لايمكن اختزالها مع فضاء حالة 0 . لكل زوج 
من الحالات ر ,م المنتمية الى م فان تتابع احتمالات العبور الأول ( 2,٠00‏ ,1 = » 
,().,21 عبارة عن توزيع احتمالي يسمى المتوسط 


Mj = 2 nf, )00( (7.24) 


بمتوسط زمن العبورالاول من ز الى ب1 في حالة ۲ > ز وبسمى متوسط زمن المعاودة 
للحالة ۾ اذا كانت ۸= ز 
يعتبر متوسط ازمنة العبور الأول (:8 < ر ,د.ن170 اذا اعطيت الحالة الثانية ,ا 
بانه متوسط ازمنة الابادة لتسلسلة ماركوف الجد يدة الناتجة من متسلسلة ماركوف 


الاصلية وذ لك بتكوين : حالة من حالات الابادة (لمعرفة كيفية الحصول على ذلك › 
راجع برهان النظرية 60) بصورة دقيقة اذا كانت (ررم) 2 عبارة عن 
مصفوفة الاحتمال الانتقالي لمنسلسلة ماركوف الاصلية » تعرف مصفوفة احتمال انتقالي 
جديدة كمايلي : 
if i=kj=k‏ 1ع ريم 
Pig =0 if =k j #4 k‏ 
ابة حالة ,كد ا ريم درم 
ان متسلسلة ماركوف الناتجة تحتوي على حالة ابادة مفردة ,۸ بينما جميع الحالات 
الاخری تكون غير معاودة لانها غيراساسية . ان طبيعة متسلسلة ماركوف الجديدة قبل 
الابادة هي نفس طبيعة متسلسلة ماركوف الاصلية قبل المرور بحالة :ا لاول مرة . بصورة 
' خاصة متوسط زمن العبور الاول من زر الى : في متسلسلة ماركوفذه اللاصلية هو نفس 
متوسط الزمن للابادة في المتسلسلة الجديدة من المعادلة 7.7 نحصل عل النظربة 
التالية : 


نظرية 7۸ 
لتكن 0 عبارة عن متسلسلة ماركوف المعاودة غير المختزلة . لتكن ۾ عبارة عن حالة 
ثابتة تنتمي الى 0 . مجموعة متوسط ازمنة العبور الأول (۸“ 1« تحقق 
نظام المعاد لات الخطية , 1 
PM  # 7.25(‏ +1 = ان للنظام 7.25 حلاً وحيداً . 
۳۹۸ 


هناك طريقتان لحساب متوسط ازمنة المعاودة لمتسلسلة ماركوف ال معاودة التي لايمكن 
اختزالها متوسط ازمنة المعاودة يمكن الحصول عليها من متوسط ازمنة العبور الأول : 
Fy, = [ + Þ3 Pk, 78 ke C, (7.26(‏ 
: كرو 

لان 

ip, = pret عم رج‎ {I Fmd. 

کر 
الطريقة الثانية موضحة في العادلة .8.35 

مثال 70 
متو سط ازمنة العبور الأول فة المشية العشوائية : 


تأمل المشبة العشوائية عند الاعداد الصحيحة [...,0,1,2) بمصفوفه 
احتمال انتقالي ( حيث تكون 0 < م (م = )٩=1‏ 


جات شاك 
ه ات كم 


0 

60 

2 Û <. 

E (7.27) 


ولوع اه وهء ما ناه و هه همه ددع 


من الواضح ان المتسلسلة الماركوفية ذات مصفوفة الاحتمال الانتقائي م التي 
لايمكن اختزالها ( جميع الحالات تبادلية ) وتكون معاودة اذا كانت م < وي 
والعكس صحيح ( للحصول على البرهان راجع مثال :)6 ) للحصول على متوسط ازمنة 


البورالاول :ل كد ل رر نستخدم معاد لة 7.25 


نستطيع الحصول على النتائج بالتحوير المناسب لنتائج المخال 7١‏ اعتبرالمشبة 
العشوائية عند الاعداد الصحيحة (5 1,٠٠٠,‏ ,0) بمصفوفة احتمال انتقالي 


q 7 0 0 ..- 0 0 0‏ 
0 0 0 0 صم 0 »؟ 
SS‏ 
م 50م 20.. 0 0 0 0 
O0 0 1‏ “° 0 0 0 0 


۳4 


بحيث ستكون × عبارة عن حالة اباد ة يمكن اثيات متوسط زمن الابادة ب" 
من حالة ز الى حالة > لهذه المشبة العشوائية هو 


: 0 3 
EE ES () -(%) (k=.‏ 
)0# م =4 | 5 #6 ا 
نستنتج من المعاد لة 7.28 عندما م > ار ان متوسط ازمنة العبورالارل ;۸" 
للمشبة العشوائية 7.27 يكون كما بلي : 
if j <k. (7.29(‏ نے - (4)- (4)) مل حورم 
م-و اسا /صذاءزرم- )م * 
لايجاد ۳۸ عندما # < ز نستخدم العادلة 7.17 نستنتج ان 
م < if k <j and ٠‏ حل ررم 
jf k<3 and q= pr, (7.30)‏ ص = 
نحصل على متوسط ازمنة المعاودة من متوسط الازمنة للعبورالاول وذ للك من المعاد لة 
.7.0 عند ما ,0 k>‏ 


My = 1 “qi Mp1 27701 


4 
م <و if‏ (9) فب 


g~ pp 
= ص‎ if رم > و‎ (7.31( 
Ma, = 1 Fp mr. 
1 
الهم‎ 15 
د و‎ 
مع‎ jf عع‎ {7.32( 


الحالات العاودة الخالية والموجبة : 

تكون للحالة المعاودة ۸ خاصية عودة منسلسلة ماركرف في النهاية الى ,۸ من 
المكن ان يكون متوسط زمن العودة الى :/ غير محد ود . مثلاً فى المشيات العشرائية 
المتناظرة عند النقاط ( 0,1,2٠٠٠‏ تكون جميع الحالات تبادلية . 


نعرف الحالة المعاودة ۸ بالحائة الموجية اذاكان متوسط زمن العودة ؛.::7 ميحد وآ 
ونعرف الحالة المعاودة م بالحالة الخالية اذا كان متوسط زمن العودة غير محدود . 


ذم 


مئال 72 
الشات العشوائية المعاودة الموجبة : 

تكون المشية العشوائية البينة مصفوفة احتمالها الانتقالي في المعاد لة 7.27 معاودة 
اذاكانت 2 2 »© يق . وهكذا ستكون معاودة موجية اذا كانت 

جم <؟ والعكس صحيح 

نوضح في البند اقادم ان الحالة المعادة الموجبة تكون لها خخاصية الفئة بالمعنى الاتي 
اذا كانت 0 فة تباد لية للحالات العاردة فان جميع الحالاات في تکون موجبة او 
جميع الحالات في 0 تكون خالية . 

تعرف متسلسلة ماركوف غير المختزئة بالمنسلسلة المعاودة الموجبة اذا كانت جميع 
حالاتها موجبة معاودة . يعرف معظم الكتاب متسلسلة ماركوف المعاودة الموجبة غير 
المختزلة بالمدسلسلة الماركوفية الارجودكية - 2700/1 


د وال الخاصية والعزوم العالية للزمن الى الابادة : 


لكي نحصل على تباين وعزوم عليا للزمن بر الى الابادة لمتسلسلة ماركوف فاننا 
نحصل على مجموعة معاد لات خطية تحققها هذه العزومد الة الخاصيةالشرطبة للزمن 
تبرالى الابادة . اذا علمت ان المتساسلة الماركوفية قد بدات في حالة ,ل غير المعاودة 


تعرف كما يلي ( نفرض ان يدقع 


Efe" | Ko = r > 7 22.303)‏ = ( )رب 
تحقق المعاد لات 

6 رم‎ )( = 1F 2, pya ليصا‎ = 1}, eT, (7.34) 
لان‎ 


= را | Efe"‏ ررم =D‏ 0 
GOH‏ لم 2 + "0 Ps‏ 7 
باشتقاق المعادلة 7.34 نسبة الى ٠‏ نحصل على 
Dik 0, (U). (7.85)‏ 2 = )رب 2ح (1) رز € 


نحصل عندما 0 ب u‏ في المعادلة ,7.45 على 


"١١ 


i2 Pik hk,‏ = حر رودق 
والتي تؤدي للحصول على المعادلة ‏ .7.7 
نشتق المعادلة 7.35 نسبة الى * فنحصل على 
(7.36( .)0( الوب 2 = ((ماره = (نه)'رب 24 - (يه) "ري )سدع 


نفرض 0=« في المعادلة 6 فنحصل على نظام من العاد لات الخطية بعزوم 
ثانية 72:2 للزمن الى أن تحصل الابادة 


mj = mj— 1+2, pj mı ®, jeT. (737) 


بنفس طريقة ة اشتقاق المعاد لة 7.25 من العادلة 7.7 يمكن ان نستخرج مسن 
المعاد له 7.37 نظاماً من المعاد لات الخطية بغزوم ثانية 


(7.38( رقن 3 0 

لازمنة العبور الاول لتسلسلة ماركوف المعاودة التى لا يمكن اختزالها : 
È. (7.39)‏ کچ 2 Diri min,‏ 2 ل 1 حير 271 جح Mj‏ 
المكملات : 


4 استعمالات المصفوفة الاساسية لتساسلة الابادة المحدودة . 


اعتبر متسلسلة ماركون المحد ودة . ولتكن 7 عبارة عن مجموعة الحالات اللامعاودة 
افترض ان جميع الحالات المعاودة تكون حالات اباد ة . ان مصفوفة الاحتمال الانتقالي م 


يمكن ان نكتب كما بلي 
م )م 


حيث ان 0 معرفة بالمعادلة 7 ,7.18 عبارة عن وحدة المصفوفة وان 2 عبارة عن 
مصفوفة الاحتمال الانتقائية (10اجردة؛ -ممم))- من الحالات اللامعاودة الى حالات 
الابادة . لتكن .رن د٣‏ حيث :زر عبارة عن احتمال الابادة من الحالة اللامعادة 


1r 


الى الحالة 7 المعاودة ۾ . لیکن {m2}‏ كبو حيث ر« غبارة عن 
العزوم الثاني لزمن الابادة من ز الى مجموعة الحالات المعاودة الت ان 
F=NR,‏ 
mn = N(2m—~ 1).‏ 
المطلوب ايجاد م و تمس لصفوفة الاحتمال الانتقالي المبينة في الخال 78 
المتسلسلة لتكن (7ع :,رة) مجموعة من الكمياتالنابتة المعلومة ‏ [7» ريرس 
مجموعة من المتغيرات تحقق المعادلات الاتية : 
Pini Vi jeT.‏ 2 + رن ح ره 
ابت ا 
Rii Di, jeT,‏ 3 ړل 
eT‏ 


حيث 57 معرفة بالمعادلة .7.6 . 


التمارين : 
1 افرض وجود متسلسلة لماركوف كما معرفة في الخال .28 
() اوجد متوسط عدد الايام العاطلة فيها الماكنة 
(11) اذا كانت كلا الماكنتين في حالة صالحة للعمل في نهاية يوم ما . فما هو متوسط 
عد د الايام قبل اليوم الاول الذي تكون فيه جميع المكائن عاطلة 
البند .م التوزيعات الثابتة والتوزيعات الطويلة الاجل : 


اذا كانت بم حالة غير معاودة فان لاي حالة 3 


p;,(r) = 0, (8.1)‏ غا 
لان مه N‏ 
Pik(R) < oo. )8.2(‏ 2 


اما اذا كانت * حالة معاودة فان المشكلة تكون اكثر نعقيد ا بصورة عامة للاحتمالات 
الانتقالية ٠00(‏ ,2 ,1 =2 ,(#«)ررم1 غاية في متوسط سيسارو 0جؤو0) كما مبين 
في الصبغة ادناه : 


ا 


2 92 Pik() = 1 8 (8.33 


غا 

بز عبارة عن احتمال العبور لار من حالة الى حالة ا , ء.” عبارة. عن موسط 
زمن عودة ۾ اذا كانت ...م غيرغير محدودة فان ./1 تساوي صفرا . 
لبرهنة المعاد لة 8.3 يجب أن نبرهن اذا كانت < حالة معاودة فان . 

Ps, a ` ١ )8.4(‏ 92 غا 


TLE RK‏ سن 78 مسو 


نبت تحقيق الغاية في المعادلة 8.4 اي ان 


١ 1 )8.5(‏ 0 بل د غفا : 
نحصل من المكملة 40 على ان المعادلة 8.3 تعني . 
)8.6( 0 ّْ . مدل = Py)‏ غا 


نوضح البرهان. التحليلي للمعادلة 8.4 نفس النظرية 3 نذكر الشروط التي تحقق 
المعاد لة 8.5 ادناه يناقش البرهانيين الاحتماليين للمعاد لتين 4 - 8.5 في البندين 
6-9 ,0-10 على الترتيب : ئد رس نتائجهما في هل ١‏ البند تعرف متسلسلة ا 
فضاء الحالة ) بالمتسلسلة ذات التوزيع طويل الاجل اذا وجد توزيع احتمالي eC}‏ طعي 
ذو الخاصية التالية : كل من ل , م عائدتان الى © فان 

.)8.7( ش Thr‏ > )غا 


الابتدائي غير المشروط (0 5 )p0(,‏ فان الاحتمال غيرالمشروط ":)١(‏ يقترب 
الى +7 عندها تقترب ۸ الى 6 . 


88 ` مهرم (0)رم رؤوغبا = )غا 


- 2 p0) غا‎ Pi} 


je€ = Tk 


يقال ان لمتسلسلة ماركوف ذ ذات فضاء الحالة م توزيعاً نابياً ان وجد نوزيع 'حتما! 
3 . م 1 3 

0 في‎ k ذوالخاصية الاتية لکل‎ {re k eC} 

4 


Ty Pike (8.9)‏ بح ديع 
jet"‏ 


اما المصطلح التوزيعي النابت فانه يأتي من الصيغة ( المبينة في العاد لة 8.28 ) التالية : 
اذا تحققت صحة المعادلة 8.9 فان لكل عدد صحيح « : 
Py (Rn). (8.10)‏ وه بم ديم 


وهكذ | اذا اعتبرنا التوزيع الابتدائي غبرالمشروط (860 ,(0):) عبارة عن 

(60 8 .»)1 فان لكل مر e‏ > (م)ين 2 . اذن لمتسلسلة ماركوف ا 
توزيع ثابت غير شرطي اوفي الحقيقة هي عبارة عن عملية تصادفية ثابتة بصورة تامة . 
3 تستخدم النتائج الائية للمعاد لتبن 8.1 , 8.3 لكي نحدد الشروط المطلوبة للتوزيعات 
الثاببة . 


٩۸ نظرية‎ 


لكل متسلسلة ماركوفية غير مختزلة ذات فضاء حالة © يوجد تتابع 0 Fe‏ م 
بحيث يكون لكل ز 0+ في 0 


“و آ1 
lin ١ 2 Djinn) = ry. (8.11}‏ 


بعبارة ثانية من المعادلة (8.1 بتقارب التتابع (١).م‏ في متوسط سيسارو الى 
الحد +2 والذدي يكون مستقلا عن أ 

ملاحظة : ان التابع 0+ .1 الذي يحقق العادلة 8.7 يحقق المعادلة ,8.11 
ايضا . 

ان التتابع الذي يحقق العاد لة 1 يكون غير سالب : 

)8.12( 0 < :^ لجميع قيم ر العائدة الى ع 


اذا كانت © عبارة عن متسلسلة ماركوفية محدودة فان ۸٤€‏ ») عبارة 
عن توزيع احتمالي . اي ان 
(8.18) .1 ديع 2 


۳10 


لاتحقق العادلة 13.ع بالضرورة اذا كانت 0 غير محدودة بصورة خاصة » 
لاتتحقق المعادلة 3.13 اذا كانت هتسلسلة © غير معاودة لايمكن اخترالها فان 0 = ,+ 
لجميع قيم غ العائدة الى م . 
قبل ان نحدد الشروط المطلوبة لتحقيق صحة المعادلة 8.13 
نحد د العلاقات المختلفة التي تنحقق بالتتابع (م, م ,ر الذي بحقق المعادلة.8.11 


نظرية 58 


تفرص ان 0 عبارة عن فضاء حالة لمتسلسلة ماركوف غير المختزلة افرض ان [0 » ٠‏ م 
عبارة عن تتابع يحقق قق العادلة .8.11 أن : 


)8.14( 1 ك5 :> ث2 

وان التتابع (860 14 يحقق نظام العادلات الخطية 

r; Pik, Bel. (8.15)‏ 2 ديع 
2 


فضلا عن ذلك : اذا وجدنا تتابع tug, ke C}‏ عند ما 


2 lul > o, (8.16) 
u = J, uy Pj, beC, (8.17) 
2 فان‎ 
دين‎ (2 u 7 . (8.18) 
: ملاحظة‎ 


من المعاد لة 8.15 اذا كان لمتسلسلة ماركوف توزيع طويل الاجل فان لها توزيعاً فابتاً. 


من معاد لة 8.18 ان وجد توزيع فان لتوزيع الثابت 01> 2 .ع4 غعبارة عن الحل 
الوحيد لنظام المعادلات 8.15 التي تحقق 


(8.19) 1 يج 3 


Fel 


كلم 


البرهان : 
لسهولة الكتابة نفرض أن فضاء الحالة ٤.‏ عبارة عن مجموعة من الاعداد الصحيحة 
من الأعداد الصحيحة 3 2,۰ ,1 ,0{ نعرف الآن 


Piz. (8.20)‏ ر1 = pj (n)‏ 
لكي نبرهن المعادلة 8.14 نلاحظ أن 
)8.21( 1= (م)خررم ذل لجميع قيم م 


وهكذ ا باستخد ام ننيجة فاتوس :هع ( راجع ملحق هذا الفصل ) 
1 على wo‏ 
Pi" (n) =1. (8.22)‏ 2 غ ع (n)‏ روم 3 T=‏ 2 


نبرهن الان المعاد لة.8.15 باستعمال معاد لة جابمان كولموكروف 


p(n 1( = 2 Pi) 2 (8.23) 
ومكذ! فان‎ 


2 + 1) p(n (1)و بج 1 — (1 حل‎ = 2 DAR Da. (8.24) 
3 = لك 2 اغا‎ Pik 2 2 {lê p1," (0)} Pi = 2 Foi Pike (8.25) 


نبرهن صحة معاد لة 8.15 نتبع اسلوب التناقض - اذا لم تتحقق صحة 
المعاد لة 8.15 فانه من العادلة 8.25 لقيمة ما 8 


k> 3 Ti Pike (8.26) 


ينض 


من المعاد لتين 8.25 , 8.26 عخصل على 
)8.27( ام ri‏ ب کیم DD r:‏ حر 
وهذا يستحيل . وهو المطلوب اثياته 8.15 


لكي نبرهن معاد لة ,8.18 نبرهن اولاً اذا تحققت صحة المعادلة 8.17 فان 
)8.28( 6ر2 for n=],‏ )ر ر ب سين 
لكي نبرهن معاد لة 8 تستخد م مبد أ الاستنتاج الرياضي ؛ تتحقق صحة المعاد لة 8.28 
رين . نشبت بعد ذلك اذا تحققت صحة المعادلة 8.28 للقيمة 1 -. 
فانها ستحقق قق لقيمة 7 أن 

2 u; Pjur) = 3 02 Pia Pax (n — 1) 

5 D ups) 1) 

\jm0‏ مسرل 


93 UP, 00 1]})= = Ur. 


A= 


وهذا هوالمطلوب اثباته . صل من المعاد لد 8 عل . 
(8.29) .00ر2 ر1صعمه p(n) for‏ ر بق عد هيا 


نحصل اذا فرضنا ان ” تقترب الى م في المعادلة ,29.م من نظرية التقارب المهيمنة 
على الماد له .8.18 (راجع ملحق هذا الفصل ) . تیم الآن أن غد د الشروط التي تكون 
لمتساسلة ماركوف توزيعا قابعاً . 
نظرية_ 860 
افرض أن © عبارة عن حالة الفضاء لمتسلسلة ماركوف غير المختزلة . اذا كانت © 
حد ودة فان لمتسلسل ماركواف توزيعاً ثابياً وحيداً . 
اذا كانت © تتكون من عد د لاممد ود من الحالات فان الشرطين الضروري|واللازم 
لحصول التتابع (860 ,رج الذي يحقق المعادلة 8.11 على ' 
۴۱۸ 


)8.80( 0 ديع ل ۾ مافي 0 
لاجل وجود توزيع ثابت وحيد لمتسلسلة ماركوف . 


لکي تتحقق صحة المعادلة 8.30 فان الشرطين اغروري ا لوجود تتابغ:. 
متقارب بصورة مطلقة [0 ع * ,ننة) لايساوي صفراً بصورة اتمائلة ونحقق العادلة 
. اذا تحقق صحة المعادلة 8.30 فان 
(8.31) 6و<.م لكل « عائدة الى 0 


البرهان 
من النظرية جع بحقق السابع ‏ (0 م ررم) لكل + في ,0 مابلي 
(8.82) 8 زه 0 ان . 


من المعاد نين 32 , موي يتبين ان التتايع 207 ,45 يحقق المعادلة.8.13 . 
التتابع المتقارب , [.») الذي لايساوي صفراً بصورة متمائلة الذي يحقق المعادلة 8.17 ٠‏ ' 
يحقق ايضا المعادلة ,8.15 وهذا يعني نحقيق صحة المعادلة 8.30 كي برطن 8.31 
افرض ان ز عبارة عن حالة في © . 


اخثر ۸ , 34 بحيث يكون 0 > PiN)‏ و 0 < (غل)ريم .من الماد لة 5.2 
.0 > (لقارريع xe‏ (لقاررم > رع ٠ ١‏ 


نظرية 82 


افرض ان م عبارة عن حالة فضاء لمسلسلة ماركوف غير المخترلة ان العبارات الاتية 

متساوبة المعلى : ۰ 1 

٠ متسلسلة مارمرب توزيع ثابت‎ (i) 

(ن) م معاودة مو .2 ( اي ان كل حالة في 0 عبارة. عن 
حالة معاودة ولها متوسط عودة مم«عدود ) ا 

(11) وجود تتابع منقارب بصورة مطلقة fan ke},‏ لايساوي صفراً بالعماللء 
يحقق المعاد ل .8.17 . 


mM 


البرهان : 
لكي نبرهن النظرية يكفي أن نبرهن () , (نن) .اذا كان لمسلسلة ماركوف 

توزيع ابت فان التتابع 07 8 ,)1 الذي يحقق المعاد لة 8.11 يحقق معاد لة .8.31 . 
من الواضح ان © معاودة > لان 0 = ,ج اذا كانت ¿ غير معاودة .اذا كانت ۾ 
معاودة فان 

55-2 )"8.33( 

وهكذ | فان المعادلة 8.31 تعني | 
)8.34( م > ي لکل ۾ الى .ىن 

وبالعكس » اذا كانت ١‏ معاودة وان صحة العادلة 8.34 متحققة › فانه مسن 
المعادلة 8.33 تتحقق صحة العادلة؛ 8.31 . 


ملاحظة : 


من النظربة 80 نحصل على برهان تاعبارة المذكورة في نهاية البند السابق والتي تنص 
على ان اية حالة تعود لمتسلسلة غير مختزلة وتكون موجبة معاودة فا ن جميعها ستكون 
موجبة معاودة . اذ! علمت ان لبعض قيم + العائدة الى © تكون معاودة وان © > ٭.” 
فانه من المعاد لة 8.33 تتحقق صحة المعادلة 8.30 . اذن تتحقق صحة المعادلة 8.31 
وايضا من المعاد لة 8.33 نستنتج تحقيق صحة المعادلة 8.84 . 


نتيجة : 
نحصل على متوسط زمن العاودة ۲٤607‏ ,دن بدلالة الحل 07 ا ب 

للمعاد لة 8.17 كما بلي 
(8.35) . وه 2( = Ma‏ 

البرهان : 

من المعادلة 8.18 نحصل على ,لے ے ے1 

Meyt 3 uj 
J40 


فى 


برهان اخر للمعاد لة ,8.35 والذ ي بنطبق على متسلسلات ماركرف المحدودة فقط » 
وكما بلي : 
نحصل من النظرية 78 على متوسط زمن العبور الأول 70,8 الذي يحقق 
DY Dji Ma‏ حل 1 عد Mije‏ 
Ek‏ 
عقر Dj Mk‏ يق 77 Pit‏ 2 +1= 
اضرب طرفي المعاد لة بره واجمع طرفي المعاد لة لجميع قيم ز العائدة الى م كما بلي : 
i2, 21,6 Mik — 050 u; Pj, (8.36)‏ رح ريه ESTED‏ َ2 
jite iC tel Je‏ >2 
نحصل من العاد لتين 8.86 , 8.17 على 


DIL 2 ب لوه‎ UE 37] حير و‎ 1011 Uk. (8.37 
je je eC 


بها إن +“ ب2 محدودة نهائي ( محدود ) في حالة متسلسلة ماركوف المحد ودة 
وبمكن طرحه من طرفي المعاد لة 8.37 اذن سنحصل على المعادلة ,8.35 من العادلة 


8.37 
مثال 84 


المشيات العشوائية المعاودة الموجبة 


المشية العشوائية العامة لحالة الفضاء!. 2,٠.‏ ,1 ,0) ومصفوفة الاحتمال الانتقالي 
المبينة في العاد لة 6.10 عبارة عن متسلسلة ماركوف غير المختزلة . نقد افبتنا ( في الخال 
00 ) انها تكون غير معاودة اذا تحققت صحة المعادلة 6.29 واتعكس صحيح . 
للحصول على الشروط التي تكون عند ها موجبة معاودة نحتاج أن نبحث عن الشروط 
التي عند ها يوجد حل مطلق متقارب للمعادلة .8,17 
يمكن تنيت نظام المعاد لات 8.17 في حالة المشيات العشوائية العامة كما بلي : 


to = to Fo F ونه‎ Q1, 
uj = ur1 Pia Fu; Fj + U جب‎ forj > 1, (8.38) 


۳۹ 
م/1 العمليات التصاد فية 


عندما 220 فان 4 > رم - 1 حرم ,ىر وس 1 جدوم أذن نستطيع كتابة هاتين 
المعاد لتين كما بلي : 


qı to Po = 0,‏ ريه 
for j > 1. (8.39)‏ 21-1 1سرلا سح ره U;‏ حت tpr1 Qira 7 U; Pj‏ 


لاي 0  <‏ نحصل من المعادلة 8.39 على 


U1 Q1 حت‎ Uk Ps (8.40) 
١ لان‎ 
ua Qa رقا‎ Pj qi a يوم‎ °° n 1 Po=0. 
ظ روب للمعادلة 38.ع يعطي بالصيغة‎ > 0, ١ ٠( الحل العام‎ 
حت بريه‎ Yg PPE, 8.41) 
g1 01 


حيث ١‏ كمية ثابتة غير معلومة : 
كن كين التتابع المعرف بالمعادلة 8.41 متقارباً بصورة مطلقة فان الشرطين الضروري 
واللازم لذ لك كما بلي ا 


j د‎ < oo. (8.42) 
t1 Q1 "°" " Qk 


ان المعاد لة 8.42 عبارة عن الشرط الضروري ووللازم لكون المشية العشوائية العامة 
معاودة موجبة . نتحقق صحة المعادلة 8.42 في حالة المشيةالعشوائية للمحاولات المدكررة 


عندما ,9 44 ,ص > م اذا - كانت «>٩‏ والعكس صحيح . يعطي التوزيع الثابت 
{ra k =O, 1,°* °°}‏ كما يلي : . 


e 4) (8.43)‏ 3 0 کا 
U 2 e(p/9)"‏ 2 


نحصل من المعادلتين 8.43 › .ع على متوسط زمن العاردة 


: 9( 4 _ ے لے 
ma = r "gpl if Pp <q. (8.44)‏ 


ان الاشتقاق الحالي للمعاد لة ي4.ع اسهل بكثيرمن الاشتقاق في المثال السابق ,70.. 


YY 


مصغفوفات الاحتمالات الانتقالية التصاد فة الثنائية 


نستطيع أن نحدد الحل 67 + ,ءت) للمعادلة .8.1 لبعض اتواع متسلسلات 
ماركوف غير المختزلة .بواسطة التحري 9 
يطلق على مصفوفة الاحتمال الانتقالي رم) = م بانها تصاد فية ثنائية doubly‏ 
stochastic‏ | | كان مجموع اي عمود يساوي 1. : 


Pj =1 (8.45)‏ 2 لجميع ليم 3 


ان حل المعادلة 8.15 في حالة منسلسلة ماركوف غيرالمختزلة ذات مصفوفة الاحتمال 
الانبقالي التصاد فية الثنائية التي لها فضاء حالة محد ودة وتحتوي على > حالة كما يلي : 


kel. (8.46)‏ , 2 ا 


لكي نبرهن ذلك نحتاج فقول إن نيين ان التوزيع الاحتمالي المعرف بالمعاد لة 8.46 
يحقق المعادلة .8.15 , : 

وهكذا نحصل على متوسط زمن المعاودة كما يلي 

mıra = K, ا‎ (8.47) 


متال : 88 
عند ما تكون مصفوفة الاحتمال الانتقالي لتسلسلة ماركوف كما يلي 
3 0.4 35 
ا03 0.3 -م 
0:4 0.3 0.3 
فان r=}‏ لين لجميع قم 7 
٠ Periodic and aperiodic states.‏ 
لكي نوضح الشروط التي عند ها تكون لمتسلسلة ماركوف غير المختزلة توزيع طويل 
dhl‏ ى long-run distribution,‏ نحتاج ان نعرف مقهرم دورة 7104م« كل حالة . 
تعرف الد ورة (:)0 يالة عائدة ۾ لمتسلسلة ماركوف بانها القاسم المشترك الاعظم 
لمجموغة الاعداد الصحيحة: عندما 0 < (0)..دم بالرموز : 
O}. (8.48)‏ > (مابريم :0 QR) = g.c.d.‏ 


YY 


6 ِ 
ای 


¥ 


١‏ يخي يه 


يقال أن الحالة دورية #04:6مه اذاكان ها دورة - نساوي 1 . 

الدورة (4)5 خالة ما عبارةعن اكبرعدد صحيح بحيث يكون لاي عد د صحيح 7 
خاصية الى م في:: مرحلة وسيكون بالضرورة مضاعفات (4)06 .من الطبيعي أن تسأل 
السؤال الاتي 

هل لكل عد د صحيح ”عند ما تكون مضاعفات (6)» خاصيةكون 0 < (0):,ءم ؟ 
برهنا في الدكملة 8D‏ 


أن لكل حالة م يوجد عدد صحيح ,4 بحيث 0 < :م لكل عد 
صحيح »× من مضاعفات ()4 واكبر هن ,4 . 

وهنا في التكملة ,80 أن لكل حالين متباد لتين نفس الدورة . وعلى هذا الاساس 
نعرف دورة الصف التبادل بانها الدورة المشتركة بين جميع حالات الصف . 
برهنا في البند ,10 النظرية الآآنية : 
نظرية 817 

تتحقق صحة العادلة 8.5 لكل ۽ عائدة الى 0 في حالة عتسلسلة ماركوف غير 
المختزلة ذات الد ورة 1 وذ ات حالة الفضاء م . وهکذا سيوجد تتابع k eC}‏ رام 
بحبث تتحقق صحة المعاد لة 8.7 لكل حالتين 2  ›‏ عائدتين الي © . 

هن السهولة أن نضرب مثلا بين عدم صحة تحقيق العادلة 8.5 في حالة متساسلة 
:ماركوفك ذات الد ورة . افرض وجود متسلسلة ماركوف امحجانسة في حالةفض اء 

(1 ,0 'ومصفوفة احتمال انتقالي مبينة ادناه 


لاحظ ان التسلسلة لايمكن اختزالها وان لكل حالة دورة 2. اضافة الى ذلك 
1 اذا کان م غد د زوجي 
0 0= اذا کان م عدد فردي 
وان العادلة 8.5 لاتتحقق صحتهاعندما م + ان مصفوقة الاحتمال الانتقالية 2 
تصاد فية ثنائية بحيث تتحقق صحة العادلة 8.11 عندما + حرج درم 


"Y4 


باستخد ام النظربات :81 8C,‏ , 812 تحصل عل النظرية المهمة والتي تۇد ي دوا 
مركزيا في تطبيقات متسلسلات ماركوف . 


نظرية "81 


ان اتسلسلة ماركوف المعاودة الموجبة غير المختزلة ذات الدورة 1 توزيعاً وحيداً طويل 
المدى . ان الشرط الضروري, وللازم لكون متسلسلة ماركوف غير المختزلة ذات الدورة 
تلك توزيعاً طويل المدى هو وجود التتابع المتقارب 07 ١‏ ,,::) الذي لابساوي 

1 صفرا بالتمائل . والذ ي يحقق المعادلة .8.17 


أن التوزيع طوبل المدى ‏ 2م يجا لمتسلسلة مارکوف المعاودة الموجبة غير 


المختزلة ذات الدورة [ هو عيارة عن الحل الوحيد لنظام المعاد لات 3 الذي يحقق 
المعاد لة .8.18 


توجد عدة طرق لاثبات أن لمتسلساة ماركوف غير المختزلة دورة تساوي 1 احدى 
الطرق عبارة عن توضيح حالة ۸ التي تكون 0 < ...م مثل هذه الحالة عادة ستكون 
ذات دورة|! , 


الطريقة الاخرى المناحة لتسلسلات ماركوف المحدودة هي ايجاد عدد صحيح , 
بحيث يكون 0 < («)ء.;« لكلا الحالتين ار , + العائدتين الى © . 


أن وجد مغل هذا العد د الصحيح ۸ فاننا نستطيع أن كسب بسرععة المصفرفات 


الاحتمالية الانتقائية ۲٠٠۰7", ٠٠٠.‏ راط را . 

مناك 50 

التحول الطبيعي | Social mobility.‏ 
لو E E‏ ی سد ت 


المشكلة المهمة في الحياة الاجتماعية هي مايل : الى أي حد يؤثر الاد ار الطبقي 
للاب . الجد . .. على الطبقة الاجتماعية للابناء ؟احد الاساليب التي يمكن تحديد 
طبقة الاشخاص هي من خلال مهنهم . اذن نستطيع بعد ذلك أن نجد احتمال الانتماء 
الوظيفي لوظيفة ذات درجة علا . متوسطة . دنيا اذا علمنا أن وظيفة الاب كانت ذات 
درجة علا . متوسطة أو دنيا . عندما ندرس التحول الاجتماعي سنحصل على جدول 
الاحتمالات الشرطية الاتي ( للحصول على. مراجع اخرى . راجع (195] دن۲ ). 


e 


الد رجة الوظيفية للابنساء 


و نيا هتو سعطة عيا 
068. 484. 148 عليا الد رجة الوظيفية 
47 699. 054. متوسطة ‏ للاباء 
486. 5.502 01. ديا 


افترض ان الانتقال بين الطبقات الاجتماعية للاجيال المتعاقبة للعائلة يمكن اعتباره 
انتقالا حسب متسلسلة ماركوف ( ذات الحالات ,3 ,2 ,1 الممثلة على التوائي للدرجة 
العلياوالمتوسطة د الدنيا ) وان مصفوفة الاحتمال الانتقالي كما بلي : 
008 484 448 
)8.49( .|2 099. ا P=‏ 
ئ48 503. 011. 
ان هذه النسلسلة محدودة . غير مختزلة .ذات دورة ! .اذن لها توزيع طويل 
ادي (» «* ,1) وهو عبارة عن الحل الوحيد لنظام المعاد لات ر المكتوب عل 
شكل مصفوفة ) 
(rra). )8.50(‏ = زوج (riya‏ 
عندما تكون 2 عبارة عن المصفوفة 49.ع فان 


1 00 
8 = (1) (8.51) 
LF 304 


يمكن تفسير المعادلة 8.51 كما بلي : المجتمع الذي يكون التحول/ الطبمسي, 
بين طبقاته عبارة عن متسلسلة ماركوف ذات مصفوفة الاحتمال الانتقالي 7 البينة بالمعادلة 
9 سيتكون بعد عدة اجيال من النسب التالية لكل طبقة من الطبقات : 
ب درجة عليا 62.4 7 درجة منوسطة70.9, درجة ديا . 


انهينا الان الد راسة المتعلقة بالنظرية الاساسية لتسلسلات ماركوف المتقطعة المعلم 
يبين الجدول رقم 5.ن خلاصة الخطوات المتبوة عند تبويب متسلسلة مارکوف 
غير المختزلة .نلخص في الجدول رقم .ن الخواص الاساسية للمشيات العشوائية 
العامة .في الجدول رقم 0.7 نكتب بعض المعايير المماحة لتبويب متسلسلات ماركوف 
غير المخترلة . للحصول على برهان هذه النظربات راجع Fuster (L953)‏ . بوضح 
المثال (81 استخد ام هذه المعايير . 
۳۲۹ 


جدول رقم ,6.5 تبويب متسلسلة ماركوف غير المختزلة 


سب هلم 
معاودة + غير معاودة 
1 
فو + صفرية 
لا الم 
دورة اكبر من 1 ) ذات دورة“1) 
لها توزيع ثابت لها توزيع طويل المدى 


+ تكون هذه الخاصبة فقط لمسلسلات ماركوف غير المحد ودة ( اللانهائية ) 


س 


مثال : ررق 
الاحتمالات الثابتة لتسلسلة ماركوف ذات نظاء الانتظار 31/6/1 
كسد تسارت زاح سعد اك اياوه ادو E‏ 


احدى التطبيقات المهمة لنظرية التوزيعات طويلة المد ى والثابتة لمتسلسلات ماركوف 
غيالمختزلة هي نظرية الاننظار في الصفوف . اعتبر متسلسلة ماركوف ذات نظام الانتظار 


1 المبينة مصفوفة احتمالها الانتقاللي في الخال 213 افرض ان 


Dna,‏ دم 
٠. 1‏ 
عبارة عن متوسط عد د الزبائن الذ ين يصلون الى النظام خلال زمن خدمة زبون ما . 
يمكن ان نثبت 1 ١‏ 
متوسط زمن الخدمة 
ر p= E[S]:‏ 


متوسط زمن وصول الزبون 


جد ول رقم .6.6 خواص المشيات العشوائية العامة لحالة الفضاء ٠٠١(‏ ,0,12 ذات 
مصفوفة احتمال انتقالى تحقق المعادلتين 6.15 . 6.13 


PY 


تكون المغية العشوائية اذا كانت .. والعكس صحیح يتم برهانها في 


معاودة = الخال 68 
معاودة 2 2 
غير ١‏ و 2 3 الخال 6B‏ 
موجية معاودة د المثال 8A‏ 
معاودة صفرية م - م 2 EES and‏ المخال 8A‏ 
m=‏ كن 


= 6 


1 
تام‎ nd 


احتمالات العبور الأول في الحالة غير المعاودة ( مثال 64 ): 


متوسط ازمنة العبور الأول في الحالة و ا TC. TA‏ ( 


م YD‏ جرد له J‏ +1 = ووم 


ma j Pn m1 


1 <م 2 0 = ور 


1 0 1-يم 
j <k,‏ ا 2 1+ 0 2 ,= ijk‏ 
ua Pn‏ 3 3 0 


ami mmat|l 


E 


۳٣۸ 


جد ول رقم .6.7 بعض معايير تبويب Fers‏ ماركرف غير المختزلة ذات حالة الفضاء 
(1) موجبة معاودة اذا كانت ا U Di‏ د 
2 
لها حل ] متقارب مطلق لايساوي 
صفرا بالتماثل والعكس صحيح ى 
(2) موجبة معاودة اذا كانت 0 ,1 ai‏ كك Pisa;‏ 2 
لها حل () غير سالب يحقق 
i <‏ .و2 ر2 ولعكس صحيح 1 


(3) غير معاودة اذا كانت Pili = t80,‏ بغر 
لها حل ا غبر ثابت محد ود حقيقيا 
والعکس ايع 5 

DPMS Yn , z0 معاودة اذا كانت‎ )4( 


لها حل غير محدود حقيقيا :#7 . 
اي ان عد ب رر عند ما يدا يد ل 


دعنا نبرهن ان متسلسلة ماركوف (3) 


تكون : 


(:) معاودة موجية اذاكانت ,1 > م 
(11) معاودة صفرية اذا كانت 1ع م 
(1آ) غير معاودة اذاكانت 1 < م 


اعتبر اول الحالة الاولى عندما 1 >> م. افرض وجود تتابع - ولا ان 
kar‏ ,3 + 1 -: = 3:ب+:-نه 2 = زل Pis‏ 2 
FED 1 k= Û‏ 


ساز 


لز > م = 1) سان = م + ]دم 


بالمعيار (1) في الجد ول رقم 7 .ستكون المسلسلة معاودة اذا كانت 1 > م تحصل 
من الحسابات اعلاه ايضا . اذا كانت | > م على 


عد ص حاف 2 
.1 )د 


ار 


۳4 


لان (افرض ان ((م-1)/ر رم 
2y 613 > ®,‏ زئة زروم 2 (م =1( 
سر لحو 
من المعيار (2) يتبين لنا ان المتسلسلة معاودة موجبة اذا كانت 1 > ملكي نبرهن ان 
المتسلسلة غير معاودة اذا كانت1<م تستخدم المعيار (8) . افرض ان 20 رن حيث 
أن 2 عددا يحقق العلاقة0>2>1 ويجب ان يحدد . عندما0 < فان 
أيه 2 أي 2 ززه 2 = زر 2 
اعم = 0سز 
ان التتابع 1 = رن يحقق المعاد لات 
,0 عاج Yo‏ - زلاف.0 DL‏ 
اذا كان 2 يحقق 5 
A= a=. 52)‏ 


باستخد ام النظرية الاساسية لعمليات التفرع branching processes‏ لجل ا 
عدد 2 محصوراً في الفاصلة1 > > 0 يحقق العادلة 8.52 اذا كانت 1 < م . 
نحدد بعد ذ للك التوزيع الطويل المدى [. 2 ,1 ,0 -تظوع) والذي تكون 
لدقيمة حقيقية عند ما تكون1>م وذلك بايجاد حل لنظام المعاد لات 


2 Ti Pin= Tk, k=, 1,''*, 


1 
&#+1 

Fk = ديه وم‎ 2 Tj 8+1 k=0,1,2, °°. (8.53) 
j= 


يمكن حل هذه المعادلات باستخد ام الد وال المولدة  gonorating funelions‏ 
re, A= Pa‏ - رم 11 
بعد ضرب طرفى العاد لة 8.53 بالكمية ١‏ وجمع الحدود لجميع قيم × نحصل على 
FF (A) ad,‏ ب ııe) = re A) FÊ (LITE) > ro os)‏ 


والتي يمكن ان تحل للحصول على ()11 
DAD. . 54‏ ,م = 1100 


(ج) ر عدج 


Fa 


تتحدد )لر الة المولدة للتوزيع الطويل المد ى بالمعاد لة 4 التي تحتوي على العامل 


الثابت Fo‏ 
لايجاد قيم ,م نجد غابة المعادلة .8.54 عندما 2 تقترب الى 1 .عندما 
,اج فان : 


A 1-4‏ 2 
1د رب 2-14 
: : 1 4 
اذن 1ج+(11)2 0 ¬ (2) 
اتات 
,سك - 1 
او .م -1 جح مع 


نناقش نماذج الانتظار في الصفوف في البند 7-2 . 


المكملات. 


84 افورض متسلسلة لماركوف غير مختزلة © لها عدد لامحدود من الحالات ولها 
مصفوفة احتمال انتقالي / تكون تصادفية ثائية .اي انه لجميع قيم + » ق 
العائدة الى © فان 


1 تر 3 کر زل 2 
Jel‏ 


fel 


ابت ان © ليست موجبة معاودة . 
8 اثبت ان متسلسلة ماركوف المحدودة غير المختزلة تكون معاودة موجبة . 


تلمیح : ابت أن .4-1 ,< ومن نم حقق صحة العادلة رورم . 


fet" 


86 ابت ان لكل حالتين متبادلتين نفس الدورة . 


تلميح : اثبت انه يكفي لكي نبرهن اذا كانت ١6‏ 7 فان (؛ تقسم رم . 
اختر /1 . ١‏ بحیٹ يكون ١0‏ < (0) ريم ).ر٥‏ .ابت اذا كان 0 < ).رم 
فان <( + ۸ 1ار وان < ۸۱ + برت + ).ر وهكذ ا فان 0 تقسم 
3 + م سج ١.17‏ + برك + /1. وات 40 تقسم الى عند ما 0< ررم ادف كن نقسم 
«الياك لان i‏ عبارة عن القاسم المشترك الاعظم لمجموعة » عند ما 


>< رر 


۴۳۹ 


< ۸, الببتان لكل حالة 1 يوجد عدد صحيح 15[ بحيث يكون لجميع فيم‎ 8D 
Dr, (m d(k)) > 0. 
: وذللك بالبات صحة النتبجة الاتية‎ 
ت م د‎ 
اذا كانت 4 عبارة عن مجموعة من الاعداد الصحيحة الموجبة المختلفة وفقا لقانون‎ 
الجمع > وان ۾ عبارة عن القاسم المشترك الاعظم ل 4 فانه يوجد عد د موجب 31 بحيث‎ 
. تنتمي الاعداد الصحيحة الموجبة 4 الى ۸ لجميع الاعداد الصحيحة ۸1 < م‎ 


تلميح : كون مجموعة عن الاعداد الصحيحة الموجبة £ والتي تكون عبارة عن علاقة 
خطية محدودة كما بلي : 
قوط ل ٠ ٠ ١‏ لل bnı + bana‏ ^ 
حیٹ ار تنتهمي الى بك وات برذ ٠٠٠,‏ ,لط تكون اعد ادا 
موجبة اوسالبة . ارمز لاصغرعدد صحيح موجب ضمن المجموعة ؟, بالرمز" اثبت 
عبارة عن القاسم المشترك لجميع الاعداد الصحيحة العائدة الى 4 راذا 3 
الحالة كذلك . . فهذا يعني وجود عدد صحيح « ينتمي الى 4 وعدد صحيح موجب 
k‏ پیٹ بحو ki‏ - *” عد دا صحيحا موجبا اضغ رعن, 08 وهذ ا مستحيل لان 80 - » 
ينتمي الى.؟ وان » اصغر عدد صحيح موجب ضمن المجموعة 5 ) . يمكن الان ان 


عي ۾ كما بلي : 
ana + °°° F arr (D‏ علد d= anı‏ . 
لبعض الاعداد الصحيحة :“7 العائدة الى ا والاعداد الصحيحة 
الموجبة اوالسالبة  ٠٠,»‏ ,» 


من ذلك نحصل على ان + يساوي القاسم المشترك الاعظم 4 لجميع عناصر ؛, 
لانه من المعاد لة | كل عد د يقسم جميع الاعد اد الصحيحة العائدة الى ١‏ ا يقسم م, 
اعد نرتيب حد ود المعادلة 1 بحيث تكتب الحدود الموجبة المعامل اولا . بما ان ١‏ 
٠‏ مغلقة وفقا للجمع فان ۾ يمكن ان تكتب كما يلي : 

وى — Ni‏ دل 

”لاي عددين صحيحين ر 2:0 عائدين الى 1 . افرض ان ,ر عبارة عن 
عدد صحيح مونب يحقق 4 *ردا) < 11 لاي عدد صحيح /1 < « فان العدد 
شف 


الصحيح 4م يمكن ان بكب بالشكل 28 +:ل1م 4م حيث ع . ( عبارة 
عن عد دین غير سالبين يحققان و <» , 3 > ة وهكذا سبتمي 74 الى 4 


6 البت اذا كانت م وغ متادلتين ءواذا كانت 0< ميرم‎ - 8E 


0 < (۳)ء.:۶ فان (#) يقسم | - » |. بعبارة ثانية يمكن الوصول الى حالة ما 
باحتمال موجب عند الازمئة التي تختلف بمضاعفات دورة تلك الحالة فقط . 


8۴ - تجزئة الصف الد وري غير المختزل الى صفوف جزيئة . ابت أن متسلسلة 
ماركوف غير المختزلة ذات الدورة ۾ يمكن تجزثتها الى #من الصفوف الجزئية المنفصلة 
C(0), 001(,٠٠١ , C(d—D,‏ مرب ينيك يمكن الوضول في ابر واخدة نالعالل 
)© الى الحالة (1 +0 فقط › حيث نفرض أن 1-0 +: اذاكانت 4-1-م 
اثبت عند اعتبارنا لمتسلسلة عند الازمنة 22,٠٠٠,‏ ,4 فقط فاننا سنحصل على متسلسلة 
جد يدة ها مصفوفة احتمال انتقالي ,٠م‏ حيث أن كل صف جزئي ()0 يكون متسلسلة 
مغلقة ذات دورة [. 


تلمبح اخترحالة ز الني تعود الى 0 . اثبت أن لكل ۽ عائد إلى 0 يوجد عدد 
صحيح 0 بحيث 4-1 > ,>0 ون 0<ميرم ‏ نعنبي 

mod ©'‏ )”02 . افرض إن 00 عبارة عن مجموعة جميع الحالات 2 
بحيث +- رم 


التمارين : 


تعرف متسلسلة مار رف في التمارين 8.1 الى 8.10 بواسطة حالة الفضاء 5, ومصفرفة 

الاحتمال الانتقائي . 

() اوجد مجموعة الحالات غير المعادة 7 . 

(أن) اوجد :ر عندها تكون جميع حالات ز عائدة الى 5 وأن + لاتعود الى 7 . 
() في حالة كون جميع حالات ز العائدة الى ,7 . اوجد متوسط زمن الانتهاء 

. 2 لمجموعة الحالات المعاودة اذا علمت بابتداء المتسلسلة عند الزمن‎ mM; 
لجميع حالتي ز , + المعاودة والتي يمكن تباد لها اوجد متوسط زمن العبورالاول.:,,:”‎ )1( 
1 اوجد لجميع حالتى ز , 5 العائد تين الي , مايلي‎ )۷( 


Pj, (m).‏ <اغفا 


4 


8.11 


الد ى . 


معاودة . اذا كانت موجبة معاودة » أوجد توزيعها الثابت ثم اذكرهل لها توزيع طوبل 


06 


ت 


0,1, 


كما بلي 


: 


افترض في التمارين 8.11 الى 8.13 متسلسلة ماركوف غير 
٠‏ ,0 = 58..اذكر هل ان المتسلسلة موجبة معاودة, 


معاودة تساوي صفرا او غير 


f 


فعزتة ذات حالة الفضاء 


| 


0 0 O0 
0 0 0 
0 0 0 
00 + 
$ 0 + 
0 0 1 
+8 + 


ممما و ان مما ده ات 


)6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1 ,0{ 5ق 


89 (6,ق ,4 ,3 ,2 ,11 


S= 


8.10 


هد 


TEKKEN |‏ مهمع 
ددرمم ج ج 25 


ت بم وم © © 
e e ©‏ مم © 
هه م دمج هه 
rm © © ©‏ كا 


1 
به 


8 


سسس 
an‏ جه ج ت © 


د wm e‏ یت 2 
ص دہ ب دوم 2 
جه ج دب و 5 


لحت د بے دہ سا 
ا ا 


1 
بم 


e 

اا 
س 
بدررومات وات 
ه مدص وات 


© ~0 ~n ليم‎ 


{0, 1, 2, 3, 4} 


حدم 


في التمارين 8.1 الى ,8.8 تكون حالة الفضاء 


تين الى 5, اذکرهل نو 


جد قيمة [ 


() لجميع 


حالتي رز , + العائد 


nem 


(0) ررم غا 


2 للمتسلسلة احتمالات انتقالية عبد ما, 0,1,٠٠٠٥‏ =۲ كما يلى : 


1 “EFI, 
Pro“ p42 and ربع‎ = k+32 


8.13 (.3) عبارة عن متسلسلة ماركوف النظام انتظار من نوع 6171/1 وان 


متوسط زمن الخدمة 
>1 
متوسط زمن الوصول 


تلميح : ابحث عن حل يكون بالصيغة  a+‏ -,م 


- 
"= 


9 نظررات الغاية لازمنة التواجد 


LIMIT THEOREMS FOR OCCUPATION TIMES 


التوزيع الثابت (80 ,+15 لمتسلسلة ماركوف المعاد ة الموجبة غير المختزلة ذات 
حالة الفضاء 0 يمكن ان يوضح على انه غاية متوسط زمن التواجد في الحالة :8 خلال 
الانتقالات ۸ الاولى عند ما ^ .بد قة اكثر . 
Pê k.n) = «| x=] =1 6.1)‏ 


حيث .../1 = .م لايكون غريبا عندما تتحقق صحة العادلة 9.1 وذ لات لان 
الاحتمالك ,+ ( وجود المتسلسلة في حالة پر ) يمفل التكرار النسي للمحاولات عندما 
تكون المتسلسلة في حالة .۾ والتي تمثل بالغاية ():27 (1/7) عندما .+ تقترب الى . 
يجب ان نذكران المعاد 9.1 تعني أن 


Fy (9.2)‏ جب Xo -1 = 3 Pj (R)‏ | اد 


عندما تقترب + الى م حيث عند برهنة العادلة 9.1 نحصل على البرهان 
الاحتمالي للمعادلة .8.4 


وعم 


لكي نبرهن صحة المعاد لة 9.1 نعتبر متسلسلة ماركرف الموجبة المعاودة غير المختزلة 
التي تكون في حالة 3١‏ عند الزمن صفرء واعتبرتابعا من الخغيرات العشوائية Ta, Ta, ° ٠‏ 
المعرفة كما يلي : 

:3 عبارة عن زمن العور الاول من زر الى # ( أى ان ,7 عبارة عن عد د مرات الانتقال 
حتى وصول المتسلسلة الى الحالة « لاول مرة ) 

2 زمن العودة الى ۾ ( اى ان :7 عبارة عن عد د مرات انتفال المتسلسلة من وقت وجودها - 
في الحالة : لاول مرة الى زمن وجودها في حالة ع لمرة الثانية ) ٠‏ عندما! < ”قان 
.م عبارة عن عدد مرات الانتقال الحاصل عند وجود المنسلسلة في م للمرة( 1‏ من 
وحتى المرة ۾ . 

نستطليع أن تعرف اك الان .)1 بصيغة اخرى بد لالة ازمنة التراجد (2/:)2 
كما يلى . عندما ,۰۰۰ ,2 ,1 = م افرض 
عبارة شن عدد مرات انتقال المتسلسلة حتى وجود المتسلسلة في الحالة م للمرة « . 
نطلق .77 بزمن الانتظار حتى التواجد في حالة .6 للمرة : بسهولة نحقق ما يلي 
T= Wr‏ 
Ta = Wa — 77 forn < 2, (9.4)‏ 


نطلق على .7 بزمن الوصول بين التواجد (1 - ©) والتواجد « في م 


نظرية 9۸ 
يكون تتابع ازمنة الوصول ٠,٠٠۰‏ ,7 لاية متسلسلة من متسلسلات ماركوف 

المعاودة الموجبة غير المختزلة بين التواجد في حالة ) عبارة عنمتغيرات غشوائية مستقلة . 

ان المتغيرات العشوائية ٠٠٠‏ ,7 ,:”7 موزعة بصورة متمائلة بد لالة احتمالات العبور الاول 


ل by,‏ 
)9.5( دواد ,1,2 ع ة راء وار = f]‏ = قاط 


اذا علمت ان التسلسلة عند الحالة ني عند الزمن صفر. 


P[F,1 = i] = f0, دع‎ 1, 2, ° Et (9.6) 


rr 


البرهان : 
تتحقق صحة 0.6 من حقيقة كون ژ = وان 
او ع =j]‏ وا | 1س 1,٠00,‏ عم XK, # Bk {or‏ راح 16]ط = = PM‏ 
لكي نبرهن المعاد له ,9.5 نلاحظ اولا عند ما 2,۰۰۰ ,1 = + فان 
P(X = 3‏ ج [مه > 12 | = اع ]طم 
v= 1,٠۰ ,2--1 | Xw = Î = fert). 9.7)‏ كد بورك : 


وهکذ | فان 
fer).‏ = زه = PT = 1] = 2» PT = t | Pa = w] PIV,‏ 


لكي نبرهن استقلالية فو Ta‏ اك لاي عد د صحيح 7 
ننبت مايل ( للاعد اد الصحيحة burro‏ ) 


PT, = tl, Ta = la, °°, Ta = زرا‎ = PT = tı] P[Fa = i] ‘°° P[T, = ل‎ 
(9.8) 


تساوي الجهة اليسرى من العادلة 9.8 مايل : 
الس = سم ,°°° T= 0] ‘°° 2]7, 2 ta | Ti = tb,‏ إوا ع ع 2]1 PIT = i]‏ 
من العادلة 9.7 نحصل عندما 1,2,220-« على 
T= tı + °°°“ Fb]‏ | ب T= = [Tu‏ ا كي ل انر 
لبجم ک7 د (رسا)يع/ = 
وهو المطلوب اثباته بالنسبة للمعادلة 9.8 
بما ان زمن الانتظار ,11 حتى التواجد « في × يمكن ان يمثل. على شكل 
مجموع ۸ من المتغيرات العشوائية المستقلة ..7 7.٠٠,‏ فان من نظريات الغاية الكلاسيكية 
لنظرية الاحتمال يمكن الحصول على نظريات غاية لتنابع ازمئة الانتظار ‏ ١ا‏ 
نظرية ([9 
افرض ان م عبارة عن حالة معاودة بمتوسط زمن عودة محدود ۽« . افرض 
ان زر عبارة عن حالة نتبادل مع / . افرض ان .1( معرفة بالمعادلة .9.3 فان 


)9.9( .1 - أذ = 2r, = Mar | Xo‏ غ[ 


ين 4 


م ؟؟ العمليات التصاد فية Fy‏ 


وعلاوة على ذلك › اذا كان لزمن عودة ا عزم ثنائي محدود 
ولذ نك سيكون التباين محد وداً 
My — ma (9.10)‏ ح یں 


فان ,77 EE a‏ 5 
(9.11) ,و م ڪڪ =( -[ه > 


78 Chik 


Wa — n Mkt 
n سے ا‎ 


a, 


| غا 


"+m 


لايمكن برهنة المعادلتين 9.9 , .9.11 حيث أن برهانهما يقع خارج نطاق بهذا 


الكتاب . 


ان هذين البرهانين عبارة عن نتائج لقانون الاعداد الكبيرة القوى ونظرية الحد 
المركزية للمجموعات التعاقبة للمتغيرات العشوائية الموزعة بصورة متماثلة مستقلة . لناقشة 
النظريات بصورة اوليه راجع كتاب الاحتمالات الحديئة الفصل 10 .للحصول على 


مناقشة منتيد مة راجم كعاب )1960( Love‏ 


يمكن الحصول على المعاد لة9.1 من المعادلة 9 وذلك باستخد ام العلاقة الاساسية ٠‏ 


الاتية بين (.11) وتتابع ازمنة التواجد ((م)ءN)‏ 
(9.12) ۴ > (س)ء اذا كانت 0 < ,77 والعكس صحيح . 


لای عد دين صحيحين ۾ ,س . استعخد م تعاربف المفاهيم المتعلقة لكي تبرهن معاد لة 9.12 


برهات اهاد 9.1 : 


افرض ان [*] يمثل اكبرعد د صحيح يساوي اواقل من.ج وات ۲ تمثل 1014.6 


, : ان‎ 
Nak) _1 


اذا كانت 2 بف 


N.(w) < +ءأم]‎ 1 


اذا كانت 
lw c1] > w‏ 17 
اذا كانت 10 1 
aR 57‏ ا 0 ١ 1 Lief erif mm > ١‏ 1 
أب 16۳ 9 1 01 
.گر -- 
ل | ا 
62 |بج ف 


اذا كانت0 < » ,0 < فان من المعادلة 9.9 نحصل على تحقيق لصحة الصيغة 
اعلاه لجميع قيم س التي اكبرمن عد د صحيح ما ۷ ( يعتمد على » ,0 < 8) باحتمال 
يزيد عن ۾ - 1 (راجع الاحتمالات الحديثة ص 416{ وهكذا فان لكل 0 < 0,٤‏ < ق 
سيوجد عدد × بحيث 
—ê.‏ 1> |8 > م اله rrr) <c for‏ 
MH‏ س 
بنفس الطريقة يمكن اثبات وجود عدد ١‏ لكل » ٠‏ و بحيث 
e for all w >۸] >1—8.‏ 
وهو المطلوب انباته بالنسبة للمعادلة 9.1 . 
' على ضوء العادلة ,9.1 . يكون متوسط زمن التواجد (1/(,00) عبارة عن 
تقدير ل +” لاجل الناقشات والاسئلة التي تخص الاحصاء الاستنتاجي لمتسلسلات 
ماركوف . يجب ان نعرف توزيع ()۸ . ١‏ 
نظرية ‏ 90 


التقارب الطبيعي لازمنة التواجد : 


افرض ان 7 عبارة عن حالة معاودة ذات زمن عودة له متوسط محدود +7 ٠‏ 
وتباين محد ود ٠.‏ .ان لکل عدد حقيقي 2 


(nfm) 2‏ للقي 
532000 


lim 7 


امم يو 


1 = fz). (9.13) 


تنص العادلة 9.13 على ان ٠ )١(‏ بتبع بصورة تقريبية قانون الاحتمال الطبيعي 
ا 
ENS 0 (9.14)‏ 
وتباين 
015 


8 


RL, 
Var[lNg(N)}= n (Me) 


يمكنان نثبت ان المعادلتين 9.14 . ٠17‏ تتحقق صحتهابمعنى ان : 


rq 


1 1> 
9.16 و هنا 
٤ ( )‏ ين 0 اليد RA‏ 


2 6 
lim 1 vars ()] = Fy (9.17)‏ 
برهان المعاد لة.9.18من المعادلة 9.12 نحصل على 
لوخدم سكت 
n] = P{W, > w]. (9.18)‏ > (س) PIN‏ 


افرض انا ریہ = ۴ہ رہہ = ١ہ‏ وافرض أن .. 


.مآ 
ل ne) = [+a‏ 
حيث به عبارة عن عد د حقيقي الت 
بمکن ان نحفق 
mn (w) E‏ ج ب nw) —_ (0/m)‏ غا 
. (نل) Von‏ 0 5 11ج يه وم ين 


نحصل من حقيقة ان تتابع ازمنة الانتظار (.1477 تحقق نظرية الحد المركزية 
على ان : 


| )عه و إم ع 
we 1 vgn) Ve" (w)‏ 


| ۳ 
ري ا 


دع يو 


(9.19) .(2)ث د رن )م 1ح 1 > 


نحصل من المعادلتين 9.18 . 9.19 على 5 

. j New) — (w/m) _ 1p pe) — (wm) rw) — (w/m) 
غا = | و 7 عا‎ | 

Vo? / mî wo? mi V wa? mî | 


ایا > r= - mn (w)‏ غا 
va*n(w) vVo?n (w)‏ 


هن ه نا ليانلا 


بن ہے ال 


= P(x). 


يجب ان نؤكد ان نتائج هذا البند هي حالات خاصة لنظربات غاية عمليات العد 
التجد بد ي ( راجع بنك 0-3 ). 


فنا 


0-0 نظريات غاية الاحتمالات الانتقالية لمتساسلة ماركوف المحد ودة 


نبت في هذا البند ان لكل متسلسلة من متسلسلات ماركوف ا معاودة غير المختولة 
ذات الدورة 1 وفضاء حالةمحدودة € ركون 


ٍ 1 
)10.1( ت () درم غا لجميع 3 j,k‏ العائد تين الى م 


للحصول على برهان الصيغة اعلاه عندما تكون ٥‏ غير محدودة راجع كتاب 
Feller (1957),‏ ص 8306 )1960( Chung,‏ , 27 
لكي نيرهن معادلة 10.1 في حالة متسلسلة ماركوف المحدودة نثبت ان لكل 
غ عائدة الى ) يوجد عد د حقيقي Fk‏ بحيث 
Pp) n = re e‏ ا 
٠‏ باستخدام البرهان الثاني لمعادلة ,8.35 نحصل على ان غاية يج ستساوي 
بالضرورة 11 5 
لكي نبرهن معادلة ,10.2 نتبع الخطوات الاتية . افرض أن : 
(e) = min p3, (n) (10.3)‏ ,تررم Ma (n) = max‏ 
اللتين تمثلان على النوالي المدخل الاكبروالمد خل الاصغرفي العمود ‏ عن اعمدة 
مصفوفة الاحتمال الانتقالية (2)2 . بما ان 
Pin() S Me(R) 2 pit Ma(n), (10.4)‏ وروم 2 = (1 p(n‏ 


نحصل على 


Min + 1( < MeN, men + 1( 2 man), (10.5) 


> أن التتابع («) 1 عبارة عن تنابع غير تصاعدي بينما یکونالتتایع [(ہ),۸) 
عبارة عن تتابع غير تنازلي . يوجد لهذين التتابعين عد دين حقيقيين ,36 ١‏ ,” بحيث 
Ê Mun) = Ms, Ê man) = me. (10.6)‏ 


اذا انبينا ان +24 = ء” فان المعادلة 10.2 ستحقق صحتها وان :1 = .نم = برع 
لكي نبرهن ان ,رم = ,1۳ نعتبرالفرق في التنابع الاتي : 


ثم نبت ان FM (r)‏ — كل" = dın)‏ 
)n( =0. (10.7)‏ غا 


new 


نحصل من العادلة 10.5 على ,(م )ل > (1 + »مرك > 0 


بحيث اذ ((14:00 عبارة عن تتابع غيرتصاعدي . لكي نبرهن صحة المعادلة 


{d(RN), n = 1, 2,۰۰۰} تنبت وجوه تتابع جزني‎ 10.7 
Ê dn) = 0: (10.8) 


حيث ۷ عدد صحيح مثبت 

نستخد م حقيقة كون 0 عبارة عن متسلسلة غير مختزلة محد ودة ذات دورة ] . 

من ذلك يتبين وجود عدد صحيح 77 بحيث يكون لجميع الحالتين “رن ,م 
افرض ان .0 > (7ق)رزم 
Pi.e(N)‏ 00 حك 


بافتراض ان إخ > »> 0 نشت ان لکل 1,2,...0-م هايلي : 


d4n + N) > (1 — 200/٠١ (10.9)‏ 
. نحصل من العاد لة 9 على 
)10.9( ب (0)87 20 — 1( < dx{(RN)‏ 


التي تقترب الى صفر عند اقتراب 7 الى .م 
نبرهن بعد ذلك معادلة .10.9 . افرض ان م عدد صحيح .ان لكل حالة + 
)10.10( 18 2 (00)...م ,2 - DN)‏ حل pirr‏ 
بصورة خاصة ١‏ اختر + بحيث يكون 
F DN},‏ )راق = DN)‏ + )ايوم 
بعد ذلك اختر ٩‏ بحیہن يكون 
(nN) = ma(nN).‏ يروج 
ان من المعاد ل 0 نحصل على 
ين 


5 


21): + DN) = pr, (N)pa (nN) + 2 per(N) pr, (nN) 
S PigN) menN) + M,(nN) 2 p:.r(N) 


= pig (N) me(nN) + MANN) (1 — pa, (N)} 
= My,(nN) — {M.(nN) - يان‎ 21) 
<S MafaN) - {MAAN) - my,(nN)} e. 2 
وهكذا اقبت ان‎ 
Mi((n + DN) < MARN) - MA{(nN) - ma(nN)} e. (10.11) 


بمكن ان تثبت بنفس الطريقة ان 
N) > ma(nN) + {Ma(nN) — ma(rN)}c. (10.12)‏ + )يي 
وذ لك باختيار ٩‏ بحيث يكون (/1(2 )يه = ((1 + )4ط نم 
اخترز ١‏ بحيث يكون Ma(nN)‏ = ف 
عند ما نطرح معادلة 10.12 من العادلة ,10.11 نحصل على 
DN) - mı((n + DN) > {Mau(RN) — my(nN)} {1 — 2¢},‏ + )ب 14 
وهو المطلوب اثباته بالنسبة للمعادئة .10.9 وكذ لك العادلة 10.2 


الار جود الهند سي 1 Geometric ergodicity‏ 
م ا ا ل 


بعد تحد بد الغايات للاحتمال الانتقالي > يهمنا بعد ذلك تحد يدمعدل التقارب . 


يطلق على متسلسلة ماركوف غير المختزلة ذات الدورة 1 بانها هندسيا ارجودك 
اذا كان يوجد لكل زوج في الحالات ر + عددان ٠يا‏ و *رم بحيث 


2 
S pis > 1 )10.13(‏ 0 ره > Mig‏ > 0 
وعند ما 2,۰ ,1 د فان 
(10.14) “لرم)م 24 > زيم — Pze(n)‏ | 
عرض ,(1959) الول« الشروط التي قام ببحنها بصورة موسعة والبت ابضا 
نحقيق صحة العادلة 10.14 اذا كان ولعكس صحج 
(10.15( م > املك رج 


وم 


. لعدد ما حقيقي محد ود 1 < ء ولحالة ما ۾¿ عائدة الى متسلسلة ماركوف‎ ٠ 


ابت (1900) امل« انه باستخدام المعادلة 10.15 يمكن الحصول على 
تفاصيل الارجودك الهندسية لمتسلسلات ماركوف لمختلف انظمة الات ظار . 
أن برهان المعاد ل 5 يقع خارج نطاق هذا الكتاب .مع ذلك سنثبت ان متسلسلة 
ماركوف غبرالمختزلة ذات الدورة 1 المحد ودة هند سيا ارجودك . ان 
SA, (n)‏ اروم man) S‏ بالفرض . 
من العادلة 10.5 mln) > te & Mr)‏ 


من المتراجحتين اعلاه نحصل على 
Mek) - 0‏ ك زيم — )يروم | 
١ 98‏ من المعاد ل 10.9 على 


Af.) ج‎ my (n) < موك‎ : 


حيبت 
”)20 5 1( دم 
(N J) ¬= 2e).‏ ع0 f=‏ 


وهو المطلوب اثباته 
ملحق : ادل عمليات الغاية : 


نحاول في هذا الكناب تطوير بعض المفاهيم والاساليب الرئيسية لنظرية العمليات 
التصادفية بدون ان يتطلب الامرحصول القارئ على مؤهلات في الرياضيات المتقدمة . 
هناك العديد من النظريات البرهنة باستخد ام الاساليب الرياضية . 

ان العلاقة بين النظربة الرياضية للاحتمال ونظربة التكامل الحديئة قوية حيث 
سنوضح بعض الخطوات المهمة لمختلف النظريات الاساسية في نظرية التكامل الحديئة 
وبصورة خاصة › نظرية التقارب الهيمنة ء0۸۷۲ء nat4dنسمd‏ نتيجة 
ئنہز۴ub‏ ونظرية ‏ 18605 .نذكر هذه النظريات في هذا الملحق للمتواليات 
غرامحدودة . 

بالصيغة غير المحدودة في هذا التلميح . من خلال التجارب يتين ان ادرال 
رفهم هذه النظريات يكون افضل عندما تصاغ من وجهة نظر المواليات اللامحدودة. 
4" 


افرض ان ()..ه عبارة عن دالةضمن المجموعة المحقطعة 7 عندها ٠ ٠ ٠١‏ ,2 ,1 = م 
بمكن ترتيب عناصر 7 بحيث يمكن ان نفترض ان (0--,3-11,2 . 


' نظرية التفارب المهيمنة : 


(1) افرض ان : رمه غا موجودة لكل : عائدة الى 7 


افرض ان ()2 عبارة عن دالة ضمن T‏ بحيث . 
6|>80)ه| كل ۽ عائدة الى 7 2,008 1 ع م 
JZ. 8)0( > oo; (3)‏ 
ان tP‏ 
(êa) ¢)‏ نودو وغ 


البرهان : نفرض إن 0)© غا = 0)* من اللعادلة 2 نجد ان8)0 5| ٩)۵‏ | 
اذن يتقارب 0(« ب2 .أن لكل عدد صحيح ‏ كز 


دا 


32 a(t) — رج‎ a) 


+1 


MH ow 
> +01ه-10.0 ب‎ 2 {lant + [a(t |} 
علارة على ذلك‎ 


4 MH 
ÊR (ه - )مها‎ |= (Lêl ()ه - ()مه‎ |} =0, 


Ano ا‎ 


la + ها‎ <2 3 BA. 


tm +1‏ 
اذن لکل عدد صحيح 34 
su | a(t) — 2 e) | > 2 5 B(). (5)‏ م 
جهة الماد لة 5 اليمنى عبارة عن الحد الباقي من المنوالية المتقاربة ولذ لك يقترب 
الى صفر عند ما وز تقترب الى م .اذن بعد ايجاد غاية المعادلة 5 عندما 24 تقترب 
ای هه نحصل على 


.0= 0« 0-5 
وهو المطلوب اثباته بالنسبة للمعادلة 4 . 


غا 
neo‏ 


"fo 


في حالة عدم و ود دالة مهيمنة ()8 فانه يمكن جعل اشارة مساواة المعادلة 


. على شكل متراجحة‎ 4٠ 
نتيجة 1018و :افرض صحة تحقيق المعادلة  1 ان‎ 
لجميع قيم : العائدة الى 7 و ... ,2 ,1 = ۾‎ »,)0 < 0 (6 
1 ان‎ 
2 اد 0م غاا‎ 2 an). (7 
: البرهان‎ 
لاي عدد صحيح 34 سيكون‎ 
Mf m 
).م غا بل‎ = lê Da) > LÊÊ a0. (8) 


بعد ايجاد غاية الاد لة 8 عندما تعترب الى نحصل على العادلة 7 . 
نذكر بعد ذلك ( بدون برهان ) نظرية بطلق عليها غالبا نظرية زط۴ والتي 
تخص الشروط التي يمكن وفقها تبديل تسلسل المجموع . 


نظرية Fubini's‏ 
افرض ان ().» عبارة عن دالة معرفة عندما 2,0٠‏ ,1 = و 2,٠٠٠‏ ,1 ح) 


لكي يكون 
a) (9)‏ 3 ب -0ه رج 
فانه يجب ان يتحقق على الاقل شرط واحد من الشروط الانية : 


0( anf) >0 لجميغ فيم‎ + and 4 
(Gi) لنت سدهد‎ < o, 


(iii) P393 EB Ee: 


۳٤٦ 


الفصل السابع 


متسلسلات ماركوف 


ذات ا معام المستمر 
نناقش في هذا الفصل البادئ والتطبيقات الاساسية لنظرية متسلسلات د 
ذات المعلم المستمر مع التركيز على عمليات الولادة والوفيات 


[-["نظريات غاية الاحتمالات الانتقالية لمتسلسلات ماركوف ذات المعلم 
المستمر 
نفرض ان (0 <1)270,4 عبارة عن متسلسلة ماركوف ذات حالةالفضاء 8 
ولها دالة احتمال انتقالية متجانسة 


j, (1.1)‏ = (ه) ل | =k‏ زه + PIN(t‏ = ()يرزم 
تكون مستمرة عند اللقطة ,0 ع-) 

1 2-5 تا 111 ۽_ 
)1.2( ان if jk.‏ | رة = 0غا 


تحقق د الة الاحتمال الانتقالي معاد لة جابمان كولوكروف لاي من حالتي ‏ ز ,م 
ولای عد دين موجبين 5 , ۽ كما في العاد لة 
)1.3 )مرج (5) درم ر< > ( ل )ررم 
ntates A‏ 

نعرف ان حالتي 3 , © بانهما متعاد لتان communicate‏ 
عند وجود زمنين 6 ,ا بحي 0< (ن)ء,رم > لا < )»م لانستطيع اختزال 
متساسلة ماركوف الى شكل اخر اذا كانت كل حالتين في المتسلسلة متبادلة . 

نستطيع أن بين من حالتي ز ,غ أن )ررم غبارة عن دالة (غعيد ما0 < ) 
وان هذه الد الة مستمرة بانتظام » وتساوي صفراً د ائما اوموجبة دائما. وهكذافان 2)0<0.:م 
لجميع قب 0< ولكل الحالات 0 1 ۾ في حالة متسلسلة ماركوف التي لايمكن 
اختزالها 

Ey 


في حالة متساسلة ماركوف التي لايمكن اختزالها والتي لها دالة احتمال 
انتقالى متجانسة ()ه.,2 فان الغاية 
pja() = rr, ké S, (1.4)‏ نا 
تكون موجودة وغير معتمد: على الحالة الابتد ائية للمتسلسلة . يمكن برهنة معادلة ٠‏ 
4 باستخد ام الاساليب في البند 0-10 في حالة منسلسلة ماركوف النهائية. 
للحصول على البرهان العام » يراجع القارئ كتاب ,(1960) مم0 ص 178 . 
ان الغايات ‏ (8 K۲‏ ب كما في حالة متسلسلة ماركوف ذات الم 
لمتقطع التي لابمكن اختزالها » تساوي صفراً . اي ان 
٠ T= 0 (1.5)‏ لجميع قيم م التي تنتمي الى .8 
وان جميع تلاك الغايات ستكون موجبة ولها توزيع احتمالي : اي ان 
(1.6( 0< لجميع قيم ۾ التي تنتمي الى ,8 
وان .1= 2 5 
تعرف متسلسلة ماركوف غير ممكنة الاختزال بانها irreducible chain‏ 
عبارة عن متسلسلة موجبة معاودة اذا تحققت صحة المعادلة 1.6 . نلاحظ اذا تحققت 
العادلة 16 فان {rx, k e S}‏ عبارة عن توزيع طريل الدى 
 Jongrun distribution‏ . وتوزيع توقفي stationary distribution‏ 
لمتسلسلة ماركوف ر كما معرفة في البند (ه6-8 ) 
لاجل معرفة وجود توزيع طويل الما ى اوترقفي ) لمتسلسلة ماركوف غير ممكنة 
الاختزال ذات العلم المتقطع والتي لها احتمالات انتقالية بخطوة واحدة ٠‏ .زم 
علينا ان نحدد فيما اذا كان لنظام المعاد للات 
Pj, ke 5 (1.7)‏ رج عت يوم 


حل مطلق متقارب لايساوي صفراً . انوجسدمثل هذاالحل فان 4,7 ستكون 

عبارة عن توزيع طويل المد ى ( تطبيعه بحيثُ يكون حاصل المجموع يساوي 1.) 
تۇد ي الكثافات الانتقالية 7 transition intensities‏ المعر فة 

بواسطة مشتقات آلد وال الاحتمالية الانتقالية عند التقطة صفر د ور الاحتمالات الانيقالات 

ذات الخطوة الواحدة في حالة متسلسلة ماركوف المستمرة المعلم . افرضر, ان لكل حالة 
۸ ستکون 


54م 


(1.8) انيس - ا غاءح (0)„, .7 — = q‏ 
_ 1-0 
موجودة ولها قيمة محدودة . بينما لكل حالتين عندما :6# 2 فان 
)1.9( اميم 


d 
اك (0) وم ,7 = يروي‎ 
: موجودة ولها قيمة محدودة‎ 


ان للغايتين اعلاه المعنى الاحتمالي الاتي . احتمالات الانتقال ضمن قترة زمية 
طولها م تكون بصورة تقريبية متناسبة مع طول :۸ الاحتمال ‏ (ال)ررس- |[ 
للانتقال من حالة ذات حالة ما خلال الفترة الزمنية م يساوي ه۸ زائداً 
الباقي المقسوم على * # الذي بقترب الى صفر ر( عند اقراب ‏ الى صفر) . بيلمسا 
الاحتمال (2.)۸ للانتقال من الحالة 7 الى الحالة / خلال فعرة زمنبية 
طولها رر يساوي ٨ر۸‏ زائداً الباقي المقسوم على 7 الذي يقترب الى صفر 
(عند اقتراب م الى الصفر) . 


نطلق غل ر۸ كافة العبور intensify of passage‏ اذا اعطيت ان 
متسلسلة ماركواف في الحالة ‏ نطلق على ب ري كنافة الانتقال intensity of‏ 
5/70 إلى الحالة ,ا اذا اعطيت ان متسلسلة ماركوف في الحالة أ 


اذا فرضنا ان « تقترب الى 7 في معادلة جابمان كولموكروف 1.3 فان 
التتابع e EF‏ 12 يحقق المعاد لد 
T= Þ3 rı Pug), Ké 5. (1.10)‏ کل َ0 ج 
حالات 
اذا فاضلنا المعادلة 1.10 نسبةالى / . واذا غيرنا موقع عمليات الجمع 
والتفاضل ( الذي يمكن تبريره بالافتراضات القوية الكافية حول معد ل التقارب لغايات 
المعاد لبن 1.5 . ١إ‏ ) فنحصل على ان زع م بعك تحقق نظام 
المعاد لات الخطية . - ١‏ 
T4 eR, (1.11)‏ ع TE f‏ 


£۹ 


1-2 عمليات الولادة والوفيات وتطبيقها في نظريةة, صفوف الانتظار 


يطلق على متسلسلة ماركوف المستمرة المعلم (0 < 3/)0,2) التي لها 
حالة فضاء (10,1,2,0-0 واحتمالات انتقال متجانسة بانها عبارة عن عملية ولادة 
ووفاة اذا حققت كنافاتها الانتقالية الشروط التالية : اذا علمت ان ر . :/ عبارة عن 
حالتين بحبث ,2 <]-زر| فان 


0١ (2.1)‏ حبرو 


بعبارة اخرى . ان عملية الولادة والوفاة عبارة عن متسلسلة ماركوف المستمرة المعلسم 
تتغير فقط خلال انتقالها من حالة الى حالة مجاورة لها . نعرف في حالة عملية الولادة . 
والوفاة الكميتين .2 , رس كما يلي : ا 

for f> 0,‏ عبرو عرد 


uja رار‎ Or 7 < 1 )2.2( 
رو حرير درن‎ for j > 0, ١ 


٠ E4 2 
م 3 5 .0 کنو‎ 
بصورة واضحة اكثر‎ 
| 7 Pa} = for n >0, 
دار‎ / 
1 )سم 11 ع‎ 1 = fin for f 2 1, (2.3) 


000 =[ 
for n > 0.‏ يم + د ے ل ا ع ب 


بعبارة اخرى . تعني هذه المعاد لات انه في اية فترة زمنية صغيرة جداً فان حجم 
المجتمع ( ممثل ب )77 ) اما سيزداد بوحدة واحدة . اوبنقص بوحدة واحدة اويبقى 
كماهو. الاعجمالةالخروط لازياذة بوجدة واحدة ولد ة ) خمد عل جم المتجمع 5 
وبرمزله بالرمز <١‏ . الاحتمال المشروط للنقصان بوحدة واحدة ( وفاة ) يعنمد على حجم 


المجتمع ,7 ويرمز له بالرمز جه . 


۳0۰ 


سيكون نظام المعاد لات 1.11 في حالة عملية الولادة والوفيات كما يلي : 


Aoro = لمم‎ (2.4) 

(An نك‎ pp)Ta = وم‎ Ta-1 + لاجم‎ Ta+l) .21م‎ (2.5( 

نحصل من هذه المعادلات على علاقة تعاقبية يمكن استخد امها لاستخراج النتابع 
{ra}‏ 

yîn = A-1 Ta-1 for z21. (2.6 


لكي نبرهن معادلة ,2.6 نعرف 


Gn = jln Fn و‎ Tp. 


من العادلة 2.5 نستنتج ان ممه تمه عند ما 1 < م اذن 6٠١.‏ ع يمو = ري 
لكن من الحاد لة 24 نستنتج ان0 = ,ع اذن 0 = په عندما ...1,2 کم 
وهذا هو الطلرْب اثباته 
نستطيع ان نعطي توضيحاً مبسطاً لعادلة .2.6 كما يلى : 

PIN( = n — 1]‏ ]1 حم ع n | N(D‏ = رزج )للم دا ريل rı‏ 


= PINO+HN =n and ND عم هع‎ Il, (2.0 
minl = PIN( + RN) =u —1 | N(D = n] P(N (© = a] 
= P[N( +A) =n — 1 and )لم‎ = r]. (2.8) 


عند ما تكون ,۸ كمية موجبة صغيرة وقيم ١‏ كبيرة . 

اذاكان حجم المجتمع ري في توازن احصائي فان احتمال زيادة حجم المجتمع 
بوحدة واحدة خلال فترة زمنية صغيرة يجب ان يساوي احتمال نقصان حجم المجتمسع 
بوحدة واحدة . لذ لك فان الجهة البمنى من المعاد لتين 2.7 . 2.8 متساويتان لجميع 
قيم 1 < بر . وهكذا سنحصل على معادلة .2.6 . 
في حالة0 < .م لجميع قيم <,, نحصل من المعادلة 2.6 على تغيير واضح | ,., 


A :‏ 
شة ا 
نه 


1 

Fm >1. (2.9)‏ ا اكيم 

للحصول على ,ج نستخدم الشرط الاحتمالي التالي : 

smite... 2.10(‏ 
امإدلز لر 


ro1 


نستطيع ان نبرهن ( راجع مثلا م[رم1 و «ميه:3]»6 سنة ]1957[ ( 
ان لعملية الولادة والوفيات توزيع طويل المد ى اذا كانت المتوالية اللانهائية في 
المعادلة 2.10 متقاربة . 
بالاستطاعة اعطاء صورة واضحة ومعقولة للصيغة الاخيرة وذلك بتقريب عملية 
الولادة والوفيات بالمشية العشوائية . افرض اننا لاحظنا عملية ماركوف المستمرة المعلسم 
١ < 0(‏ ,)43 عند تتابع من اللحظات الزمنية المقطعة . اللحظة الزمية 
مابين تتابع وآخر تساوي م حيث نلاحظ التتابع 
RAS (2.11)‏ 
ان .× عبارة عن متسلسلة ماركوف متقطعة المعلم . اذاكانت (0 < ٤‏ ,۷)0) 
عبارة عنعملية ولاد ة ووفاة فانه يمكن ان تعتبر .417 عبارة عن مشية عشوائية ذات 
مصفوفة احتمال انتقالية تعطى بالمعادلة 0].ن في الفصل السادس . 


P= ok, = 1-‏ وعندما] < »فان 


X= Ninh), 


حيتت 
)2.12( ألمي Aah, f, = 1 — (An F‏ > برق ,الجر = ون 
لنفرض ان 1 = مم < مان 

e n‏ درو 


20 ° Pon E 56 Ana 


حب الجد ول ,06.6 وت المشيات العشوائية ستكون معاردة موجبة اذا كان 


وا والعكس صحيح الذي يمائل المجموع 


mul 


ل ES‏ 
wr > @,‏ سام ا mal1‏ 
حيث نتحقق صحة المجموع اذا كانت الخوالية اللانهائية في المعادلة 2.10 
متقاربة . 
مثال 2۸ 
مشاكل حركة المرور التلفونية 
اعتبر د اثرة اتصالات تلفونية . افرض ان المشتركين يقومون بطلب نداءات علد 
الفترات الزمنية Te Te "yT‏ حل ان EST‏ 


or 


نفترض ان الازمنة مابين الوصول المنتابع . ry Th = Fy Ty‏ — وو عد وال ررم T=‏ 
عبارة عن متغيرات عشوائية مستقلة موزعة توزيعاً اسياً بمتوسط 1/8 الفترة ‏ الزمنية 
للحاد نة البتد ئة ( عبارة عن طول الفترة الزمنية التي يبقى الخط فيها مشغولاً ) بالنداء 
الواصل عند الزمن' .م عبارة عن متغيرعشوائي » برمزله بالرمز,5 و.يسمى برمز الانشغال 
ةا holding‏ ر اوزمن الخدمة ) للنداء رقم . ازمنة الخدمة المتابعة رار 
الفترات ) ٠٠٠‏ 8 8 يفترض انها متغيرات عشوائية مستقلة موزعة بصورة اسبة 
بمتوسط ,ر/1 ( عند دراسة فترات اليد اءات التلفونية المحلية سئة 1837 في نيوجرسي » 
مولينا سنة 1927 وجد ان هذه الفترات موفقة بصورة جيدة بالتوزيع الاسي ) . 


يتم ربط النداء الواصل ان وجد خط غير مشغول ( بدء الحادثة ) . ان عدد 
الخطوط المتاحة اما ان تكون ذات عد د نهائي او به في حالة وجود عد د نهاڻي من 
الخطرط في الانصالات التلفونية فانه بالامكان اتخاذ الافتراضيناللذين يخصان طبيعة. 
الند اءات الواصلة عند ما تكون جميع الخطوط مشغولة . اما اد تشكل هذه النداءات 
نظام اننظار ( بمغنى ان كل نداء جد يد يوصل بنتظر في صف انتظارالى ان تكون احد 
الخطوط غير مشغولة ) . اوأن النداءات لاتكون نظام انتظار ( تغادر حالا عندما تكون 
جميع الخطوط مشغولة ) . الافتراض الذي بخص العد د اللانهائي من الخطوط ولوانه 
غير عملي الا انه يستحق الاعتبار لانه يجعل ا موضوع اكبنروضوحا لاجل التصميم 
الصحيح للاتصالات التلفونية ذات العدد النهائي من الخطوط : ١‏ 


لنفرض ان )23 تمثل عدد الخطوط المشغولة عند الزمن : في الاتصالات 
التلفونية ذات العدد النهائي من الخطوط باستخد ام اسلوب صفوف الانتظار نستطيع أن 
نعتبر مجموعة الخطوط المشغولة بانها صف انتظاروان ():3 ستكون طول ذلك عند 
الزمن ,,. حسب الافتراضات 0 <:,17)0) سعكون عبارة عن عملية ولادة 
ووفيات مع كثافات انتقالية ( عندما ‏ ...0,1,2 >-# ) 


n = nu, (2.18(‏ ا 


حيث ر1 عبارة عن المتوسط الزمني ماين وصول الزبائن » و م/1 عبارة عن المتوسط 
الزمني لخد مة الزبون . بعبارة اخرى ۽ احتمال وجود خوط واحد في صف الانتظار في 
فترة زمئية صغيرة طولها ۸ يساوي تقريباً AA‏ مهما كان عد د الخطوط في صف الانتظار 


من جهة اخرى : أن احتمال مغادرة خط واحد فقط لصف الانتظاراذا علامت 


م/۲۴ العمليات التصادفية ror‏ 


وجود :: خط في صف الانتظار سيساوي ٠‏ تقريباً'. احتمال تغير حجم صف الانتظار 
بمقد اراكثرمن وحدة واحدة في فترة زمنية صغيرة طولها بر يساوي كمية صغيرة جد 
يمكن اهمالها اي جعلها تساوي صفر . 
نبرهن الحالات المذكورة اعلاه كمايلي : ان العملية ` (0 <3/)0,4) 
عبارة عن منساسلة ماركوف وان برهانها قد يبد وصعباً لكنه بأستخد ام خاصية التوزيع 
٠‏ الاسي نستطيع ان تبرهن ذلك بسهولة . 
. لواعتبرنا صف انتظارعند نقطة زمنية معلومة › فان اي تغيي رحد ث على ذلك الصف 
قبل تلك النقطة الزمنية المعلومة ليس له اي تأثيرعلى قانون احتمال وصول الوحدات او 
مغادرتها بعد تلك النقطة الزمنية . 
نستطيع ان نبرهن كون الكثافات الانتقالية: لتسلسلة ماركوف (0 < + )٨)4,‏ 
عبارة عن نوع من انواع الولادة والوفاة وانها تحقق معادلة 2.13 كمايلي : 


٠‏ افرض ان 1 عبارة عن فترة زمنية طوها ,1 ونفرض ان (00 عبارة عن كمية 
1 معنمدة على رر اذا تم تقسيمها على .8 فانها تقترب الى صفرعند اقتراب + الى صفر. 
ان 
(0)7 + [ احتمال وصول نداء جديد خلال 7 ع 7 = (8) يبرم 
=Ah+ oh),‏ 
()ه + [ احتمال انتهاء مكالمة تلفونية واحدة خلال ]1 ع 7 = (1)۸-م .م 
۰ رم ج # n1‏ = 
nuh + o(h).‏ = 
من هذه المعاد لات ز نستنتج معادلة 1ه . 
على ضوء المعادلة ,2.9 قان الاحتمالات طويلة المد ى تكون كما بلي عند ما تیم ىر 


AN 3‏ 1 1 
To: (2.14,‏ 6 5 > [م ع )( PN‏ غاد Tn‏ 
نستخرج 70 کما يلي : 
ODD ۵) TE )2.15(‏ 
FF‏ لأسيو k0‏ 
اذن 
(2:16) مي 
5 ا 


حيث م متوسط طول صف الانتظارت 2 
متوسط زمن الخد مة 
)2.17( ت 


e‏ ا ا 
متوسط الزمن مابين وصول الوحدات 
بعبارة ثانية )27 عبارة عن توزيع بواسون بمتوسط بساوي ,م على المد ى الطويل . 

لقد بينا في البند 4-5 ان هذه النتيجة تبقى صحيحة في حالة التوزيع الرمني العام 
الخد مة والتوزيع الاسي للزمن مابين وصول الوحدات . 

مثال 28 

-صيغة ارلارك للفقد ان 

65م س 


افرض ان 20 عبارة عن عد د الخطوط التلفونية المشغولة في دائرة الاتصالات 
التلفونية التي يوجد فيها عد د محد ود من الخطوط 4 وان الند اء القاد م عند ما تكون جميع 
الخطوط مشغولة سيفقد . اي ليس هناك صف إنتظا رحسب الافتراضات في المثال 24 
نستنتج إن (0 < ,1400 عبارة عن عملية ولادة ووفاة ذات كنافات احتمالية كما 


۸ =۸, n=O, 1,2,۰“, M—1, 
=0. م‎ < M; 

Mn = Nu, n=l 2°“, AE, 
=0 يم حم‎ 


٠‏ يتضح من ذلك ان توزيع )۷ الاحتمائي الطويل المدى يكون عبارة عن توزيع 
. بواسون السكاني : 
عند ما 3# .2,۰۰ ,1 ,0 ح 2 فان 


٠ 


n 5‏ 
ج' ل E‏ 
(2.19) : لكب بشي = [ه > PIN (Û)‏ هنا =" 
2 م م مح 
ا 2 ni‏ 2 


حيث م تعطی بالمعاد لة .2.17 . يطلق اصطلاح صبغة ارلازك للفقد ان للمعاد لة 
و21 نسبة الى العام Eran‏ 1 .4 الذي يعتبر احد باحفي نظرية صفوف الانتظار . 
رد Brockmeyer, Halstroem, Jensen‏ [ 1948 ] ) واضيفت بحوث 
اخرى من قبل ( 1957 ) Sevustyanoy‏ 


وةم 


مثال 20 
الأحتيالا'ات التو قفية Stationary probabilities‏ . 
2 : لصف 

انتظار ذي عدد محد ود من القنوات الخدمية . 
ل ل ل اا 

كتطبيق لنظريات الغاية للاحتمالات الانتقالية لعملية الولادة والوفيات .نقوم بايجاد 
الاحتمالات التوقفية لطول صف الانتظاروزمن انتظار للحصول على خد مة في نظام بحتوي 
على عد د محدود 14 من القنوات الخدمية . حيث تقد م الخد مة للزبائن حسب الاسبقية 
في الوصول اما الزبائن الذين يصاون والقنوات الخد مية مشغولة فسينتظرون للحصول على 
الخد مة . افرض ان الازمنة المنتابعة مابين وصول زبون واخرمستقلة وموزعة حسب التوزيع 
الاسي وبمعد ل ,1/۸ وان ازمنة الخد مة المنتابعة مستقلة وموزعة حسب التوزيع الاسى 
وبمعدل .1/۸ . لنفرض ان 007 تمثل عدد الزبائن في صف الانتظار اوالذين تقد م 
لهم الخد مة : نستطيع أن نبين ان 0 < ٤‏ ,0)¥) عبارة عن عملبة ولادة ووفاة حيث 


0,1٠٠+‏ >->» بلع روح 


i= م ريرم‎ > 0,1, ٠:٠0 ١, 7# -1 
= Mu, u > AE, 
کي‎ 7]۷0 =١  ةيلاقتنالا تعطى الاحتمالات‎ 
ان وجدات بالصيغة‎ 
Ty = Fy "۵) سر‎ < A 
A1 ۸ ) 
eI AE 


نسبخرج قيمة م باستخدام الشرط الاتى : 


ERO HER) سه‎ 


rel n 2 مر‎ n= f 
المنوالية اللانهائية فى المعادلة 2.20 تتقارب اذا كانت‎ 
اذا لم تتحقق صحة المعاد لة 1 فان التوزيع التوقفي لاترجد له قيمة حقيقية . في‎ : 
هذه الحالة 0= ام لجميع قيم 5 اي أن صف الانتظارسيصبح كبير. اما اذا تحققت‎ 


كعم 


صحة المعادلة 2.21 فان التوزيع طويل المدى 15,1 ستكون له قيمة حقبيقة 


> 1ك 
0 “0ل “املق 1 07 
(م-1)!/ه 1 الاسم 
lp)”‏ 
E, a= 0, -<, 34,‏ مم ديم 
mary, n> +1. (2.22)‏ 


أن لحالة القناة الخد مية المفردة اهمية خاصة . عندما 1 = 11 فان الاحتمالات 
التوقفية لحجم صف الانتظار عبارة عن توزيع هند سي 
رم - 1 ع وو 
(2.23) .1 < جه mz )1 — pp",‏ 
نجد بعد ذلك التوزيع التوقفي للعملية التصادفية ‏ (0 < ,7)0 حيث ١)0‏ 
تمثل المدة الزمنية منذ وصول الزبون عند الزمن + الى ان تبدأ خدمته . 


برهن فى حالة 0 < ب إن 


سر ون ا ل _ ج : خ 
(2.24) وان 3 )2 > ( ry‏ د [نر > POF(D)‏ فنا 


(225) . )سم( = 0 “1 — 1{ lim‏ -[0 > ()"ززام غا 
حم ص 

بعبارة اخرى عند ما تكون فيم ,م كبيرة . فان زمن الانتظار للحصول على خدمة 
ستكون له توزيع مختلط . كتلة احتمال موجب عند النقعلة صفر اما من جانب اخرة فسيكون 
موزعا توزيعا اسيا . 
ان صحة تحقيق العادلة 2.25 واضح والسبب لان 

r1 راد‎ - 1 
PUD > إن‎ - PND > A)» FÊ "= e, ق ما‎ 


عند ما تقترات اال م . 
لكي سرهن معادلة ,2.21 نحدد اولا التوزيع المشروط إ 1720 اذا غشلمناأا 
يبور وان ا كبيرة جدا . 


"ev 


اذا كانت ,24 = )2 فان الزبون الواصل عند الزمن م يجد 34 زبون في صف 
الانتظار تقد م هم الخدمة . ان زمن انتظاره للحصول على خحدمة سيكون عبارة عن اصغر 
الازمنة التي يستغرقها كل من الزبائن الذين تقدم لهم الخد مة إؤان اصغر زمن خدمة موزع 
حسب التوزيع الاسي وبمتوسط .1/27 . وعلى هذا الاساس فان 

2117 )( > | 8) ع‎ B1] > fue *** dy, 


اذاكانت ,م + 74 = )27 لبعض قيم 1 < * فان الزبون الواصل سيجد ۸ + 24 
زبون في صف الانتظار . زمن الانتظار سيكون مجموع )1+ (n‏ متغيراً عشوائياً مستقلاً ' 
كل منهما يمثل الزمن الذي يستغرقه كل من ا 34 من القنوات الخدمية المشغولة حنى 
تصبح غير مشغولة ركل منهما موزع حسب التوزيع الاسي بمتوسط »1/2 . بناء على 
ذلك اذا علمت ان + 24 - )27 فان )77 موزع حسبتوزيع كاما): 

PW > ن‎ | 330 - M+] - j a, LEF بيع عمس‎ 

لذ لك ع عندما ,0 < ن 
(Muz)?‏ 

n! 


PIW(D > رح - [ن‎ PIN )( = M + r] 1 8 ي‎ 


عندما تكون قبم ,ا كبيرة 
“مر = + 34 = PIN (BD‏ 
ونتيجة لذ لك عندما تكون قيم أ كبيرة و ,0 < # فان 


PIW(D > y= ry e 


وهذا هوالبرهان المطلوب بالنسبة للمعادلة 2.24 . كمقياس لفعالبة الاجهزة الخدمية 
تستخد م السبة التالية . 
متوسط زمن انتظار الزبون 
R (2.26(‏ _ 
متوسط زمن خدمة الزبون 
بطلق على ۸ نسبة الضياع للزبون وهي تمثل نسبة الزمن الضائع بالنسبة للزبون في 
صف الانتظار الى الزمن الذي تستغرقه خحدمة الزبون . 
يساوي البسط في المعاد لة 2.20 عند ما تكون + كبيرة تقريباً مايلي : 


۳0۸ 


وري 2w‏ ¢ برق (م ¬ 1)1 9و ]0 > ©) 77]ط =])( EW‏ 


]0 > )217ب 
° (م- )عله 2 


بينما اقام في المعادلة 2.26 يساوي .م/1 . وبهذا ستعطي نسبة الضياع للزبون » 
بالصيغة ( 7 كبيرة ) الاتية : 86 
PW > O_o‏ 

FRO =) AM (1 — #(م‎ (2.27) 

أن جر دالة ا 37 ء م فقط . اذارسمنا ۸ كد الة [ م ( بافتراض تيمة معلومة الى 
7 ) بتبين انه كلما م تقترب من 1 فان 72 تقترب ال م . 

يطلق على الكمية R‏ بمعامل المنفعة utilization factor‏ للنغام لان 

م - 1 مقياس لنسبة الوقت الذي تكون فيه القنوات الخد مية غير مشغولة ( لايوجد 
زبون في صف الانتظار) . 


لاجل تقليل نسبة الضياع للزبون على الادارة ان : 
نسمح بكمية معقولة من الزمن تكون فيها لقنا الخد مية غير مشغولة حيث ان الطلب على 
الخد مة بحد ث بصورة عغوائية ومد ة الخد مة ايض عشوائية بدلا من محاولة جعل عامل 
١‏ المنفعة بقترب الى 1 مثلاً)» في محطة ذات اربع قنوات خد مية مع عامل منفعة 90% 
نسبة الضياع للزبون ستكون 200% اذا وضعنا قناة اخرى فان عامل المنفعة يقل الي 72 
وان نسبة الضياع للزبون اقل من 1076 . 


التعمارين 


تصليح المكائن 
' 2.1 اعتبر +2 ماكنة اوتوماتيكية يقوم بتصليحها مصلح واحد . اذا كانت 

الماكنة صائحة للعمل عند الزمن فان احتمال عطبها سيكون ‏ 000+ بر 

تصلح الماكنة العإطلة فوراً مالم يكن المصلح مشغولاً بتصليح ماكنة اغخرى 

حيث في هذه الحالة ستكون الماكنة العاطلة صف انتظار . الزمن المستغرق 
لتصليح ماكنة موزع بصورة اسية وبمنوسط .1/2 لتكن (80 عبارة عن عاد 
المكائن الصالحة للعمل عند الزمن ؛ المطلوب ايجاد التوزيع الاحدمائي طويل المدى ! 
)2 
لمن 


22 بقدم الطعام الى مجموعة من الفثران تتكون من ۷ فأرة بكيات 
كبيرة ان وجدت فأرة عند الزمن ؛: تأكل الطعام » فان احتمال تركها للطعام 
عند الزمن ۸+؛ يساوي (00+م . اما اذا وجد ان الفأرة عند 
الزمن ؛ لاتأكل الطعام فان احتمال اكلها للطعام عند الزمن ‏ ۸+؛ 
بساوي ()+۸۸ يكون اكل الفئران للطعام مستقلاً عن بعضهما 
الآخر. تفرض ان () ٠ر‏ عبارة عن عد د الفثران التي تأكل الطعام عند الزمن 
# اوجد ما يلي : 
() التوزيع الاحتمالي طويل المدى ( (2/0 
(i)‏ الأحتمال الطويل المدى لوجود اكثر من نصف عدد الفتران تأاكل 
الطعام أذا علمت ان N=10‏ ,۸=00, 30 عدم 


3 صفوف الانتظار وحالة الزبائن الذين لايتحملون الانتظار 


افترض نظاما بحتوي عل .121 قناة خدمية وان ازمنة الوصول مابين زبوت 
واخر وازمنة الخد مة موزعة حسب التوزيع الاسي وبمعدل «/1 , سم/1 
على التوالي . لنفرض أن 200 عبارة عن حجم النظام عند الزمن ا 
افرض ان م تمثل احتمال انتظار الزبون عندما يكون حجم صف الانتظار 
يساوي ا اواكبر. اوجد مايلى : 
=n]. 0‏ ]در r= len‏ 
() التوزيع التوقفي لزمن الانتظار الى ان نبدأ بالخدمة افرض في التمارين 
4 الى 0 وجود 1 قناة خدمية تبدا الخدمة حسب 
الاسبقية حيث ان الازمنة مابين وصول زبون واخرموزع حسب التوزيع 
الاسي وبمعدل </1 وان ازمنة الخدمة موزعة حسب التوزيع الاسي 
وبمعدل 1/١.‏ في كل حالة . اوجد الحالة التوقفية . 
(1) احتمال انتظار الزبون 
(11) متوسط طول النظام . 
(1) متوسط طول صف الانتظار 
(17) متوسط زمن الانتظار الشرطي للزبون الذي يجب ان ينتظر 
(wv)‏ احتمال انتظارالزبون اكثرمن 2 دقيقة قبل ان يحصل عل الخد مة. 


 )(‏ متوسط زمن الانتظارفي النظام 


لوم 


)2 نسبة متوسط زمن انتظار الزبون للحصول على خدمة الى متوسط 


طول زمن خد منه 
(viii)‏ احدمال وجود 2 زبون اواكثر في صف الانتظار . 

4 افرضان 72-1 وان ,8= (,20حمس (بم 18 =۸ ,.380 =4 

5 افرضان18 =۸ ,20 =„ وان (أ) 1= 1 M=2‏ 

م افوض ان ,18 =۸ وان 20 دم M=2, „=9 Ob) M=1,‏ 

7 افرض نظاما خد ميا ( في الحالة التوقفية ) حيث ازمئة مابين وصول زبون واخر 
وازمنة الخد مة موزعة حسب التوزيع الاسي . افرض ان معد ل الوصول ثابت 
اقترح هل يكون النظام الخد مي ذا قناة خدمبة واحدة اوذا قناتين على ضوء 
نسبة الضياع ألزبون في الحالتين اذا علمت ان معد ل خدمة القناة الواحدة 
ضعف خد مة كل قناة من قنوات النظام ذي القناتين . 

8 محطة تأجير سيارات . نتخصص سيارات الاجرة في بعض المحطات لتقل 
الزبائن في تلك المحطة الى الموقع المطلوب . وصول سيارات الاجرة وتوافد 
الزبائن يتيع غمليات بواسون وبمعدل .1.25 في الدقيقة - سيارة 
الاجرة الواصلة الى المحطة تنتظر مهما كان عدد سيارات الاجرة فى الخ ط 
اما بالنسبة للزبون فانه سينتظر فقط في حالة وجود زاوا ك 
في حالة انتظار . اوجد 

() متوسط عدد سبارات الاجرة في الخط . 
رز متوسط عد د الزبائن في حالة الانتظار . 
وز متوسط عدد الزبائن الذين سيتركون المحطة ( عد م الانتظار) بسبب 
وجود و زبائن في حالة الانتظار في الساعة . 


و7 معاد لات كولوكروف التفاضاية لد الةالاحتمال الانتقالي : 
١2‏ عدوا سطس م او ah‏ 


للحصول على د الة الاحتمال الانتقالية لسلسلة ماركوف ذات المعالم المستمرة نجد 
حلول مجموعة من المعاد لات التفاضلية لد الة الاحتمال الانتقالية سنحصل على ا معاد لات 


'التفاضلية لتسلسلات ماركوف غير المتجانسة ‏ (0 < ٤‏ ,)1:1 
الانتقالية التالية : 


Pix(s,) = P[N () ط ع‎ | N (5) = jj (3.1) 


ولها دالة الاحتمال 


۳, 


معرفة لاي حالة 2, # وان .0 < م <2 
نفرض الافتراضات التالية : لكل حالة 2 توجد دالة مستمرة غيرسالبة 7):© 


تعرف بالغاية التالية : 
p+} = 4:0 (3.2)‏ 41 سا 
ولكل حالتين7 , ۲ ( حيث 8 ع ) توجد د الة غير سالبة مستمرة 7):.:؟ 
تعر بالغاية التالية : 
gl. (8.8)‏ = له ,)درم lê‏ 


للد وال اعلاه بعض التفسيرات الاحتمالية التالية : 
الاحتمالات الانتقالية ضمن فترة من الزمن طولها ر كاسن يصورة متقازية ی h‏ 
ان الاحتمال الانتقالي (8-+-4).,م 1 من الحالة 7 الى حالة اخرى خلال : 


الفترة الزمنية ,+ افى,< +ع تساوي ‏ ()رو۸ زائد أ الباقي مقسوماً على , ۸ والذي يقترب 
الى صف ر( عندما 7 تقترب الى الصفر) . بينما الاحتمال (4-1-1 550 للانتقال من 


الحالة ز الى + خلال الفترة الرمنية (1-۸:) يساوي hq; xk)‏ زائد أ الباقسي 
مقسوماً على ,۸ والذي يقترب الى الصفر عندما تقترب م الى صفر. 


بطلق على 90 بكنافة الور وهمم ]0 راتا اذاكانت متسلسلة - 
ماركوف في الحالة 7 عند الزمن ., بينما يطلق على )درو بكنافة الانتقال الى 


الحالة ,+ اذا كانت متسلسلة ماركوف في الحالة 7 عند الرمن غ 
4 
يقال ان دوال الكثافة )رو ٠‏ 0.20 متجانسة اذا كانت تلك الدوال 
غير معتمدة على : وكما يلي : ١‏ 


qj) = م9‎ (3.4) 
Qj) = مز‎ 


د وال الكثافة لتسلسلة ماركوف المتجانسة تكون متجانسة بصورة واضحة . 


۳۹۲ 


مغال 34 2 
عملية التوقف عن العمل : 
افرض ان (م <: ,470 عبارة عن عد د الوحدات التي توقفت عن العمل 
في نظام معين وتم استبد الها في الفترة الزمنية صفرالى ‏ . 
افرض ان إن  <‏ ,)27 عبارةعن متسلسلة ماركوف التي لهاحالة فضاء ( ٠٠١‏ ,2 ,1 ,0] 


لدالة الكثافة ريي المعنى الاني  :‏ )ي تساوي تقريباً احتمال توقف 
وحد ةواحدة او اكثر من وحد ات النظام عن العمل في الفترة الزمنية من م dl‏ رع . 
بصورة عامة نتوقع ان تعتمد 0ي على ,ب وعلى م لان + تمثل عد د الوحدات 
التي توقفت عن العمل سابقا و : تمثل طول الفترة الزمنية لبقاء النظام بصورة صحيحة . 
الصيغة المناسية أ 4)0 والتي يمكن .ان تستخد م في الحصول على خصائص متسلسلة 
ماركوف له < ٤‏ ,)) هي كما يلي : 


_GFin 
q(t) 2 c+ dt 7 (3.5( 


حيث م52 0 < » 0< ووانها كميات ثابتة يجب ان تحد د . اذا افترض ان 
> فان دالة الكنافة 4)0 ستكون متجانسه . 


نستطيع ان نكتب بصورة مناسبة الافتراضين و > 3.3 على شكل مصفوفسة . 
افرض اننا نعزف المضفوفة )۸4 كما يلي : 
ب كو و if‏ )مرو = ajix()‏ 
gf) if =k, (3.6)‏ ~= 


نعرف المصفوفة 7 كما هو معتاد بالتعريف الااتي : 
Hf mk 000‏ 1 2 
TE (8.7)‏ | < رة ,ر ک1 
اذن نستطيغ ان نكتب معاد لتين 2 » 3.3 على شكل مصفوفة وكما يلي : 


)3.8( 4¬ 13 - 5700 عند ماخ + صفر 


ولف 


باستخدام الافتراض 3.8 ومعادلة جابمان - كولموكروف نحصل على مجموعة من ٠‏ 
المعاد لات التفاضلية لد وال الاحتمال الانتقالية ).م . تشتق بصورة اساسية 
هذ المعاد لات اولا على شكل مصفوفة باستخدام معاد لات جابمان كولوكروف نكتب 
مايل 1 

P(g Fh) = P(s,t) P(tt حل‎ h) (3.9( 


(P(g +R) — P(s,0)} - 4 5,0 121000000‏ ج 


افرض ان ر تقترب في العادلة 9 الى صفر . باستخدام المعادلة 3.8 يتبين ان 
الجهة اليمنى من معادلة 3.9 تقترب الى 
P(s,) 4)‏ 
افرض بعد ذلك ان المشتقات الجزئية 
)8.10( | فدرم | = Ped‏ 


ها قبم حقيقية . ان الجهة اليسرى في المعادلة 3.9 تقترب الى المعادلة 3.10 . وهكذا 
سنحصل لكل ,0 < و <: على مايل : 


P(s,) 1(0, (3.11)‏ ع (s1)‏ ص 


3 
. 


وی نفک ان يتس ننا 0 < و <: ولحالتين 7 .2 ا كما بلي 
ps (s,) 7 Pi, r(8,)} Gs, (4)‏ 
(sy) + 2 Pss(s,) Qir).‏ وم )0 — = 
من جانب اخر نستطيع ان نکتب : 
ht) = — hs) P(s,,‏ — وام 
h1} = 0 P(s— h,s)} 2),‏ - مم - م ا 5 


(3.12) 


)3.13( 
افرض ات 
)3.14( 1 رك 2 م =( 2P(s,‏ 

عبارة عن مصفوفة المشتقات الجزئية بالنسبة للمتغير الزمني5 الأول اده فرضا ان 
۸ تقترب الى الصفر في المعاد له 3 سحصل عللى 


4 


ZP(s,D) = 1)8( P(s,0, (3.15)‏ 
والتي يمكن ان تكتب عند ما 0 < ء < ولحالتين ز . ۾ كمايلي : 
aj.(8) Pr,e(s,)‏ ر2 = مي 
ast) + 2 qi.n(8) Pinls,D. (3.16)‏ ر(5)رو- = 


تم اشتفاق نظامي ال معاد لات التفاضلية 3.12 . 3.16 لدوال الاحتمالات الانتقالية 
لمتسلسلة ماركوف اولا من قبل العام )1931( Kol mogoroy‏ في بحث اساسي : 
ان النظام 2 بطلق عليه Fotnogorov’s forward equation‏ لانه 
يتعلق بتفاضل الاحتمالات نسبة للزمن الثاني ؛ بينما يطلق على نظام مي 
equation‏ عورا Kolmogoror‏ لانه يتعلق بتفاضل الاحتمالات نسبة الى الزمن الاوك 
ه ( الزمن السابق ) . 


يجب ان نلاحظ انه بالرغم من وجرد رموزالمشنقات الجزنية في المعاد لتبن ‏ 8.12 
.3 فان نظام الماد لتين في الحقيقة ليس نظام تفاضل جزئي . بل انهما معادلا 
تفاضل عادية لانه في المعاد لة د1 . ز . ول يكونا متغيران لكنهما معلمان ثابنان 
بينما في المعاد لة 6 يكون ١‏ . م معام ثابتة وليس بمتغيرات . تظهر العام في 
الشروط الابتدائية فقط . 


فتلا المعاد لة ,3.12 يكون 

ردم مدع if‏ 1ع (لرتامرم 
)8.17( رو م ,م 4 if‏ 0= 
بينما ا معاد لة ,3.16 يكون 


pas) =1 if عدن )عو‎ (4.18) 


=0 if ,ىن دم‎ jk. 
ظهرت خلال اشتقاق المعاد لات السابقة الكثير من الاسئلة التي لم نحصل الاجابة‎ 
عليها . اذا افترضنا وجود قيم حقيقية لدوال الكنافة  :9 ,0 فاننا‎ 
نجد الاشتقاق بصورة اساسية لنظامي المعادلات التفاضلية دإو .3.16 نستطيع ان‎ 
: نحقق صخة معاد لات 3.12 اذا - افترضنا بالاضافة الى معادلتى رو , وي مايلى‎ 
عند ما يكون ,) ثابتاً فان العبور للغاية فى المعاد لة 5.3 سيكون منتظماً نسبة الى ثر . يمكن‎ 
ان نت تحقيق صحة العاد له 3.16 باستخد ام المعاد لتين د.3 , 1.8 بدون أي افتراض‎ 


۳۵ 


1 


: آخر ( راجع زدوي .م ,(1957]و1زه:1 لهذ ١‏ السبب تعتبر معاد لة(3.10)إساسية اكثرم من 
معاد لة 3.12 في نظرية متسلسلات ماركوف . ينما تكون المعادلة 3.12 اسهل فهما من 
المعاد لة 8:16 . ان استخد ام المعادلة 3.12 اسهل من ناحية الحصول على نتائج د قيقة 

لان اشتقاقها يحتاج الى افتر اضات اقل من امعد لة 3.12 


توج عدة اسئلة تخص دالتي الكثافة ()رو ٠‏ (0,و 


(:) هل لد وال الكثافة التي تحقق معاد لتي 8.2 , 3.3 قيم حقيقية لجميع متساسلات 
ماركوف (::) ماهي الشروط التي يجب ان تحققها المعاد لتان غير السالبتين (9:0 . 
0 لاجل ان تكون دوال كنافة لمتسلسلة ماركوف ؟ هذا السؤال علاقة خاصة 
حيث بمكن ان تصف متساسلة ماركوف بواسطة دوال كنافتها على ضوء ا الحقيقة التالية 
لاية حالة ز وزمن , 
Pirt +) = ° B19) ٠‏ بيك — psht A)‏ 1 


فانيا نحتاج ان تحقق دوال الكثافة › لاي حالة زر وزمن بن مايلي . 
ix. (3.20)‏ 2= )9 


اذا اعطيت مجموغة من الد وال المستمرة غير السالية )9 ¢< qil)‏ 
التي تحقق معاد لة 3.20 فانه يمكن ان ننبت وجود مجموعة من الدوال غير السالبة 
زاة):” تحقق المعادلات التفاضلية لكولوكروف 3.12٠‏ ,3.16 معادلات 
جابمان - کولوکروف ٠‏ ومعاد تي 2 . 383 لاتمثل الدوال .(ر8),ر٣‏ 
بالضرورة توزيعات احتمالية لانه قد بحدث ان يكون 
Pa(s) < 1. 4.21)‏ 2 
نستطيع ان نثبت وجود المعاد لة 3.21 ان وجد احتمال موجب لحد وث عد دلانهائي 
من الانتقالات في الفترة الزمنية من ى الى : . يطلق على عملية ماركوف التي تحقفق 
الماد له 3.21 بانها pathological gl dishonest‏ 
في هذا التوضيح الموجز للنظرية العامة لمتسلسلات ماركوف ؛ ٠‏ كان هد فنا توضيح . 


بعض من الاسئلة التي تكون اسس نظرية متسلسلات ماركوف . في النهاية يجب ان ند رس 
متشللات ماركوف التي تظهر عند ما نفترض اشكال مختلفة مبسطة لد وال الكفافة . 


متسلسلات ماركوف المنجانسة : 


اذا كانت دالتا الكثافة ()رو , وي متجانستين فانه من السهولة التأكد 
من ان حلول 6,7)د:2 العادلتي تفاضل كولوكروف المرقمتين 3.12 » 8.16 
عبارة عن دوال للفرق الزمني بين م ٠‏ , 


ونتيجة لذ لك ستكون متسلسلة ماركوف متجانسة . للحصول على الاحتمالات 
الانتقالية 
j] (3.22)‏ = ,¥ | عي P[X‏ = ()ده 
نجد حلول معاد لة تفاضل كولوكروك الرقمة 3.12 : 


PIA) = — ga pis) + ID )ررس‎ qua (3.28 


7-4 متساسلات ماركوف ذات المرحلتين 
وعمليات الولادة : 
في هذ ا البند نبين كيف يمكن ايجاد الحل معاد لات كولوكروف التفاضلية الحصول 
على دالة الاحتمال الانتقالية لمتسلسلة ماركوف ذات المرحلتين وعملية الولادة . 
مسالسلات ماركوف ذات المرحلتين : 
افرض ان (0 < 0(,1)×) عبارة عن متسلسلة ماركوف مجانسة بحيث لكل 
) تككون قيم ر نساوي صفر اوواحد . 


( في البئد 1-4 بينا كيفية ظهور هذه العمليات بصورة طبيعية عند دراسة انظمة 
الاداء وضوضاء شبه الموصل ) . افرض أن كنافات العبورمن الصفروالوا حد تكو نكما يلى : 


Qo =A, qı =p. (4.1)‏ 
ومن ذلك يتبين ان كثافات الانتقال كما يلي : 
(4.2) بم gı =A, gom‏ 


۹v 


معاد لات ماركوف التفاضلية 3.23 تصبح كما يلي : 
)ددس + () دوم جح = Poro()‏ بي 
)4.3( )ممم po) +X‏ بم — > (4) ده وخ 
p.0 = — #4 Dt () FX prof),‏ 2 


2 pı(D) = — A prof) F عر‎ pr). 


بمزان ‏ -()موم ¬ 1 = )روم اذن تكتب ال معاد لة الأرلى كما بلي : 
r, 0 > f > co. (4.4)‏ + )وروم Spon) =— A+)‏ 
ان الصيغسة 44 عبارةع نععادلة تفاضلية عادية (حيث 
]« = )5 بع عدج = د g)) = po,0(),‏ [ كما بل : 
(4.5 ومه > ) > a‏ ,)م + gD = vg)‏ 


والتي نحصل على حلولها باستخدام النظرية الاتية : 

نظرية : م 

الحل العام للمعاد لة النفاضلية الخطية غير المتجانسة ذات الد رجة الاولى 
اذاكانت )م عيارة عن حل لليعادل اة الفاضلة 

yg 0> 1> 5 (4.6)‏ © )زع )وس + FO‏ كي 


و h(t)‏ دالة مستمرة فان 
a < < 5, (4.7)‏ امسج ds + g(a)‏ (ى) لامي f‏ - 1 


البرهان : 

0 )( = e” ‘gD. (4.8) 

فان =e GD) < gD =e ©) —y e G))‏ )و 

وعلى ذ لك فان © امع )و »+ )و . من حقيقة صحة المعاد لة 4.6 
فان )€ تحقق 1 


۳۹۸ 


RE). (4.9)‏ = () “و امسق 

للمعاد لة التفاضلية 4.9 الحل الاتي : 

C= f “e” h(s) ds FG). (4.10) 

نحصل من المعاد لة 48 و 4.10 على العادلة .4.7 . 

نحصل من المعاد لات 4 ,4.7 وشرط المحدودية 1-(20)0 على 


وبي 0 اسمس بين ھن =0 
۰ 0 


باستخدام المعادلة 4.11 نحصل على النتائج التالية : 
افرض ان {X(D, 1 > o}‏ عبارة عن هتسلسلة ماركوف ذات الحالة 
(1 ,10 وكثافة غبوره موضحة با معادلة .4.1 فانه لاي ,0 < 5,4 يكون 


٠ Po.) = ل ع) اط‎ 8) = 0 | X(8) = 0[ E jams 
Pı,0() = PIX (t+ s) = 0 | ¥ (8) = 1] ب 1) د‎ e+), 


2,1(0) > P(X )) ل‎ 8) > 1 | ¥(8) = 0] = 6 e, (4.12) 

Pı.ı(t) = PIX 4 + 8) = 1 | X(s) = د1‎ + amt, 

افرض ان (0 = (۶]×)0 =« فانه من المعادلة 4.12 نجد ان 
76 ظ 5 ع 86 س > [(0) EX‏ 


CovlZ (8), X(s + £] = BEX (8)] ()ر ر)‎ — EX (s + 0} 


Ate |‏ کے ۸ += E‏ €= 
el (nı e 9‏ 3 ا =e‏ 
٠‏ افرض ان ()8 عبارة عن نسبة "دسر الوقت خلال الفترة من صفرالى ر التي 

تكون فبها قيمة العملية التصاد فية تساوي 1 وان ,م < + . يمكن ان نعبرعن ()6 كما 


بلي : x) au‏ أل + - ام 
نحصل من المعاد لة 3 عندما تقترب م الى م على مايلي 1 
)4.14( س ب B[X ()] du‏ ا Û‏ = [() 116 
0 چ + دف ت [(0) Var[ê()] = 1 Cov[X (u), X‏ 4 


م/74 العمليات التصاد فية ۳4 


بالامكان ابات في حالة كون ۽ كبيرة ان 860 تقربباً 

موزعة توزيعاً طبيعياً بمتوسط وتباين يحققان معادلة .4.14 . يمكن ملاحظة ان > 
معاد لة 4 عبارة عن حالة خاصة لنظرية 47 في الفصل الاول › حيث (] موزعة 
توزيعاً اسياً بمعدل 1/١‏ » 7 موزعة اسياً بمعدل /1 ٠‏ 


عمليات الولادة : 


يقال ان عملية الولا؛ ت والوفيات عملية ولادة فقط عند ما تكون 0 .م لجميع قيم 
* ( عدم حدوث وفبات ) ١‏ عندما تكون لدينا عملية ولادة فقط فان المعاد لات › 
التفاضلية لد وال الاحتمال الانتقالية ).۳ . ستكون كما يلي : 


8 
)415( ,1+ م < م for‏ () سمو صمل + )ممع و3 - = Pna()‏ بو 


2 pa (م)‎ = — AuPmm()- (4.16( 


باستخد ام نظرية 4 نحصل على النتائج الاتية : 


نظرية 48 
دوال الاحتمال الانتقالية لعملية الولادة فقط : > 


حل العادلة 4.16 هو 


Pmn,m (= gn 


بينما حل المعادلة 4.15 هو 
d8:‏ (8) ممم Ma‏ “عت pan () = e’ f‏ 
0 
n > m+ 1,‏ 

مثالا 4۸ : 
عملية الولادة بمعدل ثأبت مدر« كعملية بواسون بكنافة م 

باستخدام نظرية ۱8 يمكننا ان دين وباستخد ام الاستنتاج الرياضى ان دالة . 
الاحتمال الانتقالي لعملية الولادة فقط (0 < ,)127 بمعدل ولادة ابت م راي 


كا 4 
for E 4.17)‏ ا © = Pant)‏ 
فيما عدا ذ لك 0 = 


Yo 


تعني معادلة جر 4 بعبارة ثانية ان الزيادة (27)6 - (ه + )27 الحاصلة في حجم 
المجنمع في فترة زمنية طولها ؛ موزعة حسب توزيع بواسون بمعدل راء بغض النظرعن 
حجم المجتمع في بداية الفترة الزمنية . بالرموز لاي زمن !> : ولاي عد دين صحيحين 
م ,7 فان 
N (8) = m] = e" ts . )418(‏ | :1 = (و) 37 — )( PIN‏ 
من العادلة 4.18 نستنتج ان )7 موزعة حسب توزيع بواسون بمعدلك م . 


لكي نبرهن ان عملية الولادة 27)٠(‏ بمعدل ولادة ثابت هي عبارة عن عملية 
بواسون ء نحتاج أن نبرهن ان 1 )-(¥ زيادات مستقلة independent incrernents‏ 
لاي زەن > 0.00 > ا > > ,0-1 
[ افرض ان 0= (۷¥)0 ] ان 
PIM(é) — N(t) = by < V(t) — ND = ks]‏ 
PIN() = kı] PIN(t) — NG) = ks | N() = kj] <.‏ = 
N(hs) = kai]‏ — فيط PINC) NCD = kn | N(E) = By ١,‏ 
PIN() = kJ P[N(t) — N(ED = ka] <. PIN(H) - N(hD = ka],‏ = 
والذ ي 'يبرهن إن ل 18/0,4<0(7 زيادات مستقلة 
مثال 48 
عملية الولادة ذات معدل ولادة خطي 
لعي عل لس سطع ا سك 
افعرض وجود مجتمع يتكائر افراده ( بالانشطار اوباية طريقة اخرى ) الى افراد جد د 
بدون حد وث وفيات بين افراد ذلك المجتمع . افترض ان احتمال تكوين فرد جد يد من 
فرد قديم خلال فترة زمنية صغيرة طوها ۸ يساوي 28 تقريبا . بصورة ادق › افرض 


اذاكانت )7 عبارة عن حجم المجتمح عند الزمن ر فان (0 < ,0)2 , 
عبارة عن عملية ولادة بمعدل كما بلي : 


)4.19( 1 ,0 د for‏ غ235 د ود 


باستخدام نظرية 4B,‏ نستطيع ان نثبت باستخدام الاستنتاج الرياضي عند ما 1 < ” < ۾ 
ان 


and = (f 2 Jemma - eam, (420)‏ 
بعبارة ثانية : تعني المعادلة 4,20 ان الزيادة زم (ى + ١)‏ الحاصلة في 


لفسا 


حجم المجتمع خلال فترة زمنية طوها ؛ تكون موزعة حسب توزيع ذات الحدين 
السالب بمعلمين “م حدم ,دحم حيث مس قيمة N)(‏ 

ونتيجة لذ لك فان 

)42 ا ج ج[ = |N(s) =m]‏ () هرمج ) اقأساي ور 

BIN (+s) —N1s) | N (s8) = m] = mê “(l1 — eê ^'), (4.22) 

Var[N (4 s) — N (s) | N (8) = m] = )“مم‎ 8 )4.28( 


اذا كان الحجم الابتدائيللمجتمع ,ص بحييث أن ,يمه = (237)0 فان التوقعمات 
الشرطية السابقة ( عندما 0 = ي ) تساوي على التوالي . 
N (0O) = oR‏ (عتارم ربرب ,[(37)0 — N(O)], BIN(D‏ - )لا اموا 
اذاعلمت ان ,2 - (0)× فان 


END] = EIN (O) — N )0([ + m = “ممه‎ (4.24) 
VarlN ))([ = VarlN (¢) — N (0) = me (e — 1). 4.25( 


يطلق على عملية الولادة ذات معدل الولادة الخطي في بعض الاحيان بعملية يول 
علنالا اوعملية فيري ‏ بوجين. 


انها استخد مت بصورة اساسية من قبل يول في سنة (1924) في نظرية التطورالرياضية 
ومن قبلفيري سنة (1957) كنموذج لارسال الاشعة الكونية في تطبيقات يول كانت 
۸)0 تمثل صفرف الجنس الحيواني او النباتي .يفترض عند تكون جنس من 


الا جناس أن هذا الجنس سيبقى وانه اذ كانت تمثل عد دالاجناس الموجودة 


عند الزمن ,ا . 
فان ۸۷)0۸ عبارة عن احتمال تكوين جنس جديد ١‏ بالتغير الورلثي ٠‏ في الفترة 
من ۽ الى ل1 . 

فان اهتمام بول يتجلى حول عدد الصفوف التي تمتلك * من الاجناس عند 
الزمن المعلوم 7 . 

أفرض تكون صنوف جديدة عند الازمنة ‏ ... > .+ > ,+ وى تحدث 

حسب عملية بواسوت غير المتجانسة بقيمة وسطية للد ال كما يلي 1 . 
mt) = Noe“, (4.20‏ 


فضا 


حيث ,۰۸ ن كميتان ٹابتتان افرض ان (7) ۸ عبارة عن عد د الصفوف 
التي لها , جنس عند الزمن 7 .يمكن ان تكتب (7)* كعملية لبواسون 
مصفاة process‏ 5116760 ( كما معرفة في الببد 4-5 ) بالشكل الاتي . 
42D)‏ 7 3 = )7( £ 
mam]‏ 


حيث 1 ( ,78002 يساوي 4 اوصفرعند وجود جنس عند الزمن »7 
للصنف المتكون عند الزمن 7 اوعد م وجود جنس عند الزمن .+ الصئف المتكون عند 
الزمن 7 على التوالى نحصل من المعادلة 4.20 على 

)رم = [(جغ) 0 
)4.28( نا ا 7 8 ا 8 0 E‏ 
نحصل على العدد المتوقع للصنوف التي لها ۸ جنس عند الزمن 7 كما يلي : 
f" EW ™(T,r)] dm(r)‏ > [(2) إلا 
e} dr. (429)‏ وبال محمد ب اداو J‏ 


عندما نكون قيم ,7 كبيرةجدا فان [(5]×“)7 ستكون عبارة عن عامل 
كمية ثابنة لايعتمد على .7 ويساوي تقريبا 


)4.30( ابوك ٣ں‏ رو - 1) ' ل 
اذن 
E[X™(T)] | 9*^ ay 1‏ 
AN (4.31)‏ = لف zz‏ ج 
f "as 1+ (3)‏ ]م J‏ 
n=l‏ 


باستخد ام المعاد لة 4.31 نستطيع الحصول على اسلوب لتقد ير النسبة ,6/< التي 
تعتبر مقياساً لسرعة ظهور اجناس جديدة عند المقارنة بظهور صنف جديد . وذلك 
باستقصاء الملاحظات ر المشاهدات ) في فترة زمنية معيئة. احسب عدد الصنوف 24 
عند زمن معلوم في عائلة معينة ( مجموعة من الصنوف ) وعدد الصئوف :11 التي لها 
جنس واحد فقط . اذا علمت بوجود هذه الاصناف لفترة زمنية طويلة وان :21 4 24 
كبيرتان فان النسبة 1 /,1[تساوي تقريبا الجهة اليسرى من المعادلة 4.31 . نحصل عل 
حل للمعاد لة 
وف 


24 1+ (/e) 
كما بلي‎ 

١_8 - 1غ‎ 
a EE EE (4.32) 


طبق يول هذا الاسلوب على عائلة من الخنفساء تحتوي على 627 صنفاً > حيث 
34.29% منها لها جنس واحد فقط . نحصل على تقد ير الى »/< يساوي 1.9. 
يراجع القارئ بحث يول للحصول على معلومات حول هذه الاسئلة 


. العمارين . 
1 اعتبر عملية الولادة (0 <:,()27؛ ذات معدل الولادة الثابت , التي لها 
حجم اعلى محدود بر ( اي ان ,۾ يساوي , او صفر تبعا لكون بار > ۾ او 
و ) عند ما ,0 < و < ؛ أوجده الة كتلة الاحتمال المشروط ل 
و(8) 37 - )زا اذا علمت ان ۾ = (ی) N‏ 
42 عملية الوفاة Pure deal process‏ يطلق على عملية الولادة والوفاة عند ما 
١ =0‏ ةدعسم حيث 1,۰0۰ ,0 =« بعملية الوفاة pure death prooess‏ 
ذات معدل الولادة الخطي . أوجد 
0 دالة الاحتمال الانتقالي ‏ .(00.م 
m] (ii) E[N( | N(O) = ım], (i)‏ = (0) /ة | ) Var{N‏ 


افرض في التمارين 4.3 اى 5 t> O}‏ ,)14 عبارة عن 

عملية ولادة ذات معدل ولادة خطي كما في المثال 48 
43 الست صحة المعادلة 4.20 

4.4 افرض ان (0)/د قبارةعن متغير عشواني ۽ ذو توزيع هند سي بامعلم 5 اي ان 
ارو م ~ n] > p(l‏ = ر0) برام حيث (2-,2 ,1=" اوجد E[N(®0]‏ > [(0) انوا 
5 افترض أن ۸)0(=1 اوجد () :[0)¥ ,(9) ]ندم (أ) ).مب 
تلميح : البت واستخد م الحقيقة الاتية : 

Prax U) = Ble ف سورع محم‎ +) | N(5)]]. 


NE 


75 عمليات الولادة والوفيات غير المتجانسة : 
SE e eka‏ 
هناك عد د من الاساليب المتاحة لاستخراج د وال الاحتمال الانتقالية لعملية الولادة 
والوفاة المتجانسة 
( راجع بصورة خاصة Ledormann Reuter ig‏ سنة ]1953| 
NIcGregor Karlin‏ سنة [1057] والبحوث الاخيرة لهؤلاء المؤلفين ) .نوضح 
في هذا البند بصورة موجزة استخدام الد وال المولدة للاحتمال لايجاد الاحتمالات 
الانتقاية حيث انها تبد والطريقة الوحيدة لايجاد تللياك الاحتمالات في حالتي العمليات 
ال منجانسقوغير المتجانسة . 
يعتبر هذا البند ايضا مقدمة لوضع معاد لات التفاضل الجزئية للدوال المولدة 
للاحتمال ولد واب الخاصية . ( للحصول على شرح وافي لهذا الاسلوب وكيفية تطوره 
تأريخيا 3 Syski , ]1955[ Bartlett , P.219, [1949] iw Bartlett‏ 
سنة [1960] ) . 
يقال ان العملية ذات القيمة العددية (0 < )N)0(,4‏ عبارة عن عملية ولادة 
ووفاة غير متجانسة اذا كانت عبارة عن متسلسلة ماركوف بدالة احتمال انتقالي كما يلي 


(t) = n | N (s) = n] (5.1)‏ قاط = )8( مط 
محققة الافتراضات الاتية . وجود د وال غير سالبة 
)5.2( °° )وم 240,٠٠١ and (Dy‏ ,)مد 


بحيث تتحقق صحة الغايات الاتية . لكل المنتمية بصورة منتظمة الى : 


Lê سمس‎ £+ A) 
i 


for n > 0, (5.3(‏ ).2 80 
A Pn 0-14‏ 
for a‏ )0( ب Ba 1B)‏ غا 
İi — pant, th‏ 
for «> 0,‏ ()مم + )م ے لش 
حيث نعرف لكل ,0 < ۽ ما يلي : 
)5.4( ,0 ع )وم 


وم 


يقال ان عملية الولادة والوفاة عباوة عن . 
() عمليات متجانسة اذا كانت لاتعتمد على ,) لجميع قيم )م1 ر , )من 
(1) عملية ولادة اذا كانت 
mt unk) =0 (5.5)‏ 
(1نث) عملية وفاة اذا كانت 
(5.6( 0 = )يج لجميع قم not‏ 
بعبارة اخری ءتعني معاد لة 5.3 انه في كل فترة زمنية صغيرة فان حجم المجتمع 
الممثل ب 70 اما يرداد بمقدار وحدة واحدة او يقل بمقد ار وحدةواحد ة او يبقسى 
كما هو.يعتمد الاحتمال المشروط لزيادة حجم المجتمع بمقدار وحدة واحدة (ولادة ) 
على كل من زمن مشاهدة العملية وحجم المجتمع ,, نرمز لاحتمال الولادة المشروط بالرمز 
)3 ( او بدقة اكثر [(8+0)8 22.00 ] .بنفس الطريقة نرمز 
لاحتمال الوفاة المشروط بالرمز ()مسمر لاله بعتمد ايضاً على « ,) . 
نحصل من المعاد لات التفاضلية لكولموكروف على معاد لات تفاضل لد الة الاحتم ال 
الانتقالية  ١)0‏ لعملية الولادة والوفاة غير المتجانسة لاجل الحصول على 
حل للمعاد لات الناتجة فانه من المناسب ان نحصل على معاد لة تفاضل جزيئة للد الة 
المولدة للاحتمال الانتقالي وكما يلي : 5 
pans, (57)‏ = (8و2) دريل 
معرفة لان حالة ,ز وزمن ,/ > 5ه و 1 > [al‏ 


معاد لة النفاضل الجزئية للد الة المولدة للاحتمال الانتقالى لعملية الولادة 


لابة حالة ابتدائية رز زهن 4 > هو 1 > |2 | فان 
Del} (58)‏ — 2( ع DMD‏ - ه)) (0ره) روا 0 = (ر).. راك 


: الاتي‎ boundary condition بشرط الحدودية‎ 
P[N (s) = j] = f )وز اذاکانت‎ 8(2 5.9) 


۳۷۹ 


في حالة خاصة ومهمة ولبعض الد وال ۸)0 و ()ير عند ما 

A.() = 22), )مم‎ = n p(t) (5.10) 

فان 

ge) - reD(e— Die XD = (YD. G11) 


البرهان 


لاحظ اولا عندما تقترب ۸ الى صفر فان 
١ {E(x | N) 5 3 5-5 1)‏ 


<> ١ {2 pr a(t + kh) + 2 ميم‎ (Lt و مل‎ 4 Pr, (tt زيل حك‎ — 1 1 o(h)} 


عم )1 لحي ل )يخ (1 -—2) جم 


اذن عندما ,0 ¬ ۸ قان ((0ب) ول حطس Û rae‏ 


ررم U}‏ - زد رج | (BNO‏ 2 - 
wef}.‏ (1- احج + ويد )1 {(e—‏ (رعا رم O‏ ¬ 


للحصول على معادلة 5.11 لاحظ ان 


2 (#,ق)م رطمم‎ > 2 (2,0, 
قاد‎ 2(2— 1) + p(t) رمم‎ = (E) 2” — )جح‎ + p(t] 2 + u(t) 
= AN 2— !نس‎ (E — 1). 


وهو المطلوب اثباته . 


اننا 


نستخدم النظرية الاتية لكي نجد حلاً معاد لة التفاضل الجزئية ,5.11 


نظرية : 58 
افترض ان الدالة المولدة للاحتمال تحقق معادلة التفاضل الجزئية الاتية : 
)5.12( عا فک ریہ لات زلاة . 


وفقا الى الشرط المحد ود معاد لة .59 .افرض ان (٠١,١٠)ه‏ عبارة عن دالة بحيث 
يكون الحل (20 لعادلة التفاضل 


E ©» (ارع)‎ = 0 95 (5.13) 

)5.14( ْ (,2)- كمية ثابتة 
عرف دالة (900 كما يلي : 

(5.15( ر(قره)نة = (م)و 

وافرض ان )١(‏ و عبارة عن دالة مقلوب (9)0 

وكما بلي : 

)5.16( 2 = )1و اذا كانت .(4)2= 2= اؤذن 

Pie (2t) = و‎ (ufe). (5.17) 


برهان النظرية : ۵ 5 برهان النظرية 58 يقع خار ج نطاق هذا الكتاب . انها عبارة عن 
تطبيق لطريقة لاكرنج و'ءوصونووصآ لحل معادلة التفاضل الجزئية من الدرجة الأول . 
تجد برهان نظرد ية 58 في كياب (1900) Syski‏ ص 696 
مثال 5۸ 

عملية الولادة ذات معدل الولادة الخطي : 


لكي يتبين كيفية استخدام نظرية 8ة لحل معادلة التفاضل الجزئية 5.11 اعتبر 
عملية نمو خطية غير متجانسة والتي عبارة عن عملية ولادة بمعدل 22)0 = (),< 
ان معاد لة 5.11 ستكون كما يلي : 
O} )5.18(‏ - ماع (مرهاء .لايع = راك 


۷A 


والتي عبارة عن معادلة 5.12 عندما 
a(2,) = z(z — 1) X()‏ 


ان معاد لة التفاضل العادية . 

e 1)۸) =0 )5.19(‏ 
يمكن ان تكتب كما بلي 
di = 0. (5.20)‏ 0( + 


عند تكامل معاد لة 5.20 نحصل على كمية ثابنة = 44 )2 ] + (2 - 1)عها 


اذن اي حل ()2 للمعادلة 5.19 يحقق كمية تابته- (,2):: عرف 
)0 كما بلي 
)5.21( 5 ر()م + z71)‏ — 1)يو1 = (2,0)ن 
حيث 
dt’. )5.22(‏ 007 ل )م 


لاجل الحصول على حل الى ( :)62 ا لمعرفة بالمعاد له 5.10 نكتب 


ر(هام + )2 ¬ og)1ا‏ = (وره)ية = جه 


وهذا يعني ان 
وايضا هذا يعني ان ,})3(م — ماود ع احج — 1 

p(s8)})7 1.‏ — م جره — 1) د ع حك g HUN)‏ 
اذت 


p(s}})7‏ — زم + }27 — exp {log(l‏ — 1( = ((ارة) :)1 و 
p(s)}) 4,‏ — )م exp‏ )271 — 1( — 1( = 


او {ops}‏ — 2 
EST (5.23(‏ 9 
الد اة المولدة للاحتمال الانتقالي (,2), بو تساوي القوة ر في المعادلة ودر5, 
ان الجهة اليمنى من اللمعادلة 5.23 عبارة عن الدالة المولدة للاحتمال للتوزيع 
الهاي دي ام 


)م له 
)5.24( م p=e IE)‏ 


۳۷4 


وهكذ١‏ فان 


)5.25( لمر gq 2e} (1 6 5-8 9-s}‏ عه 00 Pin‏ 
والتي تكون اشمل من معاد لة .4.20 بشمولية اكثر 

)6.28( لم )“مل ) = 0 
حيث ١‏ مببنة بامعادلة .5.24 

مغال 58 


ان المعاد لة المولدة للاحتمال الانتقالي تحقق المعادلة .5.11 نجد اولا الحل العام 
معاد لة التفاضل العادية ,58 
)5.27( .0= (()م - 8< 2{ )1 — 2( +2 


وذ لك باتباع الخطوات الموضحة في النظرية 58 . 
لاحظ 10004511 سنة (1948) ان هذه المعادلة اعلاه بمكن ان تحل باستخد ام طريقة 
استبد ال المتغيرات ,5 (1-) عدو 
حيث ستكون المعاد لة كما يلي : 
f(D) -<)0(:-0‏ كه 
بحل عام ( قارن نظرية 44 ) 1 
كمية ثابية gr ٣‏ مو جر ج ل" 5 


عرف f e) -<60(( ar.‏ = )0ء 


أن اى حل ()ج للمعادلة 5.27 يحقق 
كمية ثابية - )2,0( 


0 
dr.‏ ?® )7( ب ې 1 ہے = (1رu)z‏ 


PFA 


-الحصول على حل الى (-)8”2 المعرفة بالمعادلة 5.16 اكتب 


1 
(ورع)» = ند‎ = aT م‎ # 1 X(r) e dr, 


والتي تعني ان 

A(r) eo» 37‏ 0 وم دم + ge¬)‏ 1 د 1 = ع ()0-1 
0 

إذث 


5 1: إاومد ا لدوم‎ kh 
Fue) = 1 + | ماس‎ | (7) e” dr) . )5.28( 


ان الدالة المولدة للاحتمال الانتقالي ,)رك تساوي القوة زر في 
المعاد له .5.28 


1~ 1 
dr | 1 (5.29)‏ 0م )۸(7 / - فس سب | + 1 = )20 


بصورة خاصة : 
نحصل على احتمال انقراض المجتمع عند الزمن + من المعادلة .5.29 عندما 


1 سق f(r)‏ + 
لل لفف- ]| - (0)ة|م- )ام 
رج امي f°)‏ +^ 


1 u(r) امم‎ dr 


1 ود 
(؟) قر 1 
(r) e? de‏ 1 1 
لان 
8-1ثي = dr‏ من (إ(م)ل - {u(r)‏ 0 


وهكذا! نرى ان احتمال انقراض المجتمع نهائياً يساوي ,1 اي :ان : 
lim P[X() - 0 | X(0) = 1[ =1,‏ 

lim f‘ 4(7) e? dr = oo. ا‎ 

tm وك‎ 


A 


: تمارين‎ 
Pure birth process wilh irimigrolion  ةرجهلا عملية الولادة ووجود‎ 1 


افرض عملية ولادة }0 > ¢ {N(,‏ بد الة كثافة 
n = 0, 1, 2, °,‏ بحم F‏ وم = وامخ 


ذلك المجتمع يهاجرون حسب عملية بواسون بدالة 'كنافة تساوي ()« حيث 
ان ل يعطى اجيال جد يد ة حسب عملية الولادة بمعدل ولادة خطي . 
انك 

ا ا ا 09 )جع = (ارة), بل 


سی 
p(a) },‏ }2(4{ م دج 


4=1- رم‎ 
هام‎ = ‘Xu du. 


تلميح :يمكن استخد ام اما نظرية عمليات بواسون المصفاة › 
اواستخد ام حقيقة ان الد الة المولدة للاحتمال نحقق 
se2).‏ )(» )1 —2( عله (f)‏ وارلا 0 (1 جع) 2 = (قرع)ء دل 3 
52 عملية الولادة والوفاة ذات معدلات ولادة ووفاة خخطية .اعتبر عملية الولادة 
والوفاة غير المتجانسة عند ما 
nk) =n AD,‏ ,)2 مح را 


ائبت : : () ان الد الة المولدة للاحتمال لحجم المجتمع تحقق 


O; (2 d(2, 
لت نايك تكم ر ی ۸ لقانلا‎ 

(i)‏ وان 

414م _ 20 
a Ee,‏ = (بقاو رلا 
وي - 1 
ق du, and‏ متاح“ 1 - هام 
: نتم وان 
عندما “د ازاكانت سه هم 1د = 200 . 


FAY 


3 الاحتمالات الانتقالية لعملة الولادة والوفاة بمعد لات خطية .ثبت في حالة 
عملية الولاد ة والوفاة في المثال 58 عندما 1 2” ان 

Pı,n(0,) = e9 (1 — 0,((2)موم‎ )1 — e%[1 — p1,0(0,)} 71, 
?ı,0(0,) = PEX() = 0 | X(0) = 1] حيث‎ 


تعطي بالمعادلة 530 . 


7 4 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/ details/ @hassan_ibrahem‏ 
https://archive.org/details/@hassan_ibrahem‏ 


PAF 


1 
0 2 


https://archive.org/details/ @hassan_ibrahem 


امه ° 


اكمل الدكترر عدنان محسود حبدردرجة الدكتوراه فى الاحصاء الرياض ضي والاحتمالات في الجامعة الامريكية بواشنطن 

في عام ۱۹۷۷ سبق ذلك ان کہا ل دراسات عليا في جامعات ستانفورد في كالبفورنبا وجامعة ويسكاونسن بالاضافة 

الى دراسات في جامعتی اوكلاهزما وكالغرر وريا في بر بربكلى حيث نال خلال ذلك شها دات علمية عالة وقد نال الدكتوز 
عدنان محمود حيدر على عدة امنيازات وتقديرات علمية وعلى سبيل المثال لا الحصر حصوله على زمالة الجمعية العلبية 
العالية في ادیرکا وحصوله على زمالة كولبنكيان في القطر العواقى وغيرهسا 


للدكتور عد نان محمود عدة ابحاث بعضها منشورة فى خارج القطر و ر وبعضها منشورة في داخا القطر العراقي اق 


الدكتور عد نان ل محمرد عضرفعال في اكثر من جمعية علمية عالمة” 
ولقد تام المعرب بالقاء بعضا من ابحائه على شكل محاضرات علجهية عا 


لى رملاله دہ ن الاسائذة والباحتب ل في بعسض 
الجامعات الاجنبية ومنها جامعة ويسكاونسن وجامعة مار ربلاند الامريكيب 


بن وكذ لك هامبورك وجامعة کارل مارك 


ى وجادعد 
درزدد الالمانية اضافة الى محاضرانه فى الاكاديمية العلمية الالمانية في برلين زعلى اعضاء » قسم الاخصاء الرياضي التابعين 
لمعهد تاتا فى بومبي وذلك بناء على دعرتهما لذلك 
للدكتور رعدنان حمود خبرات قد ريسية على كافة المستزيات في مجال اختصاضه ذ هي جامعتي ويسكاونسء ن وماريلاند 7 1 
ال3 
الامريكيتيز ن ولعدة سنوات ثم تدريساته وعلى كافة المستويات ف في مجال اختصاصه في فى جامعة قا بنة وجامعة باننه في £ 1 
القط الجزائري وكذ لك تدريساته لسنيه ن عديدة في جافعتي بغداد والمستنصرية : 
ر الجزائري و 
ان الذكثر ر عد نان محمود حيدرو زميله عبد ذياب جزاع الحائرعا لى شهادة الماجستير من جامعة ليدن اذ تقدم بدراسة if‏ 
رتعريب كتاب نظرية الاحتمالات الحدينة وكتاب العمليات التصادفية بعد أن وجدا عدم احتراء المكتية العرية على أي 3 
كناب في هذين الموضوعين معربا اومؤلفا ونظراً ما لهدين الموضوعين م: ن أهمية فان الجهد الذء ي بذله المعربان يمثل جهداً ١‏ 1 : 
خاصا لما لهذين الكتابين مذ ن أهمية علمية رفيعة في مجال الااختصاض ن وا للمؤلف الدكترر عمانوي ل بارزن م ن رزن علمي ُ 1 
3 1 ن١‏ 1 03 
غالمي معر يم فقد حقق ا ا هذین الكتاب ن ليأخذا محلهما في المككبة العرية 0 
ليككونا قي خدمة الطالب والاستاذ وا حث العربي وليكونا لنجربة لوحبدة الاجحة في هذا اللضمار 3 
ا ٤‏ 
A: 5 9‏ 
SES 1 ۱ 2 1 8‏ 
ساعرت الطامى” سقرم على ص 1 
مم 1 
ا 
4 
E ٠‏ 
IES‏ 
OE‏ ا 


